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INTRODUCAO

Grande parte dos problemas de engenharia pode ser formulada através dos principios
gerais da Mecénica do Continuo ([1],[2]). Este ramo da mecanica trata a matéria como
sendo um meio continuo, sem vazios interiores, desconsiderando sua estrutura
molecular. O conceito de “continuum” permite a definicdo do ponto geométrico (de
volume igual a zero), por um limite matemético tal como na definicdo de derivadas no
célculo infinitesimal. Assim, na Mecéanica do Continuo os principios da fisica sdo
escritos sob a forma de equacOes diferenciais. Os efeitos da constituicdo interna
molecular dos materiais sdo levados em conta de forma macroscépica através das
equacdes constitutivas do material.

A primeira etapa no processo de modelagem computacional de um fenémeno fisico
consiste na identificagdo dos fatores que influenciam de maneira relevante no problema.
Isto implica na escolha adequada dos principios fisicos e das variaveis dependentes e
independentes que descrevem o problema, resultando em um modelo matematico
congtituido por um conjunto de equactes diferenciais. A segunda etapa do processo
consiste em obter a solu¢cdo do modelo matemético, tarefa esta atribuida aos métodos
numéricos. O Método das Diferencas Finitas € um destes métodos, que como o proprio
nome sugere, foi criado com a finalidade especifica de resolver sistemas de equagdes
diferenciais. Por outro lado, 0 Méodo dos Elementos Finitos (MEF) teve suas origens
na andlise estrutural. Com o surgimento dos primeiros computadores digitais no inicio
da década de 50, os métodos matriciais para a andlise estrutural tiveram um grande
desenvolvimento. As primeiras aplicagdes envolviam apenas estruturas reticuladas, mas
a crescente demanda por estruturas mais leves, tais como as encontradas na indlstria
aerondutica, conduziu ao desenvolvimento de métodos numéricos que pudessem ser
utilizados nas andlises de problemas mais complexos. Entre os trabalhos pioneiros nesta
linha, podem-se citar os trabalhos de Turner [3] e Argyris [4]. Zienkiewicz, em seu
histérico artigo “The Finite Element Method: from Intuition to Generality” [5],
apresenta uma descricdo mais detalhada da evolucdo do MEF nesta fase inicial. Na
década de 70 o MEF teve suas aplicacOes estendidas a problemas de mecénica dos
fluidos e, desde ent&o, vem consolidando-se como um método mais geral de solucéo de
equacdes diferenciais parciais. Todo o0 embasamento matemético deste método vem da
disciplina Analise de Funcionais ([6],[7],[8]).
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1 PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO UNIDIMENSIONAL

Um problema de valor de contorno consiste em determinar a fungdo que satisfaz a uma
determinada equacdo diferencial em um dado dominio, conhecendo-se a-priori 0s
valores que a funcdo e/ou suas derivadas assumem no contorno do dominio. Esta
descricdo corresponde a formulagéo cléssica do problema. A solugdo pode ser obtida
analiticamente, quando possivel, ou através de métodos numéricos, como o0 método das
diferencas finitas. Uma outra maneira de formular o problema é através de formulactes
variacionais, envolvendo equacdes integrais. Pode-se chegar a formulagcdo variacional
do problema de vé&rias maneiras, como por exemplo, através dos principios dos
trabalhos virtuais e da energia potencial minima, em problemas estruturais, e através do
método dos residuos ponderados de um modo mais geral. Dentre os métodos que se
aplicam as formulacbes integrais podem-se citar o méodo dos elementos finitos e o
método dos elementos de contorno, sendo que este Ultimo envolve apenas equacdes
integrais de contorno. Apresentam-se a seguir as formulacgfes cléssica e variacional de
um problema unidimensional de valor de contorno, introduzindo-se os conceitos béasicos
do MEF.

1.1 Formulacéo Classica
Dados f(x) eg, determinar u(x) tal que

Olzlj+f(x):o em [0,1] (1.2)

1u(1) =0 (condicéo decontorno essencial)

: du (1.2
Fax (0) =g (condicéo decontorno natural)

1.2 Formulagéo Variacional

A formulagéo variacional correspondente ao problema estabelecido em (1.1)-(1.2) pode
ser escrita na seguinte forma:

Dados f(x) eg, determinar u(x) T U |[" w(x) T W,

Jdu dw N
—dx=Af - 1
Q& ™ dx = Q wdx - g W0) (1.3

sendo U o espaco de fungdes admissives,

Jaadu o fl

u(x)| u@@) =0, Qg—— dx < ¥Z (1.4)

_)——/
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e W o espaco de fungdes peso, ou fungdes de ponderacéo,

i RECLT 1
w(x) | w(l) =0, — dx < ¥y (1.5
W=l | Q%o !

Observagoes:

1) U e W representam 0 mesmo espaco de fungdes (U © W). Este espago contém todas
as fungdes que se anulam em x = 1 e cujas derivadas primeiras possuem quadrado
integravel em [0, 1].

2) A basede U ° W tem dimensdo infinita e pode ser dada, por exemplo, por fungdes
polinomiais de grau p continuas em [0, 1] e diferentes de zero somente em uma
parte do dominio:

ux)=a N, (3 (1.6)

i=1

p=2

Figura 1.1 — Exemplos de bases polinomiais parao espaco U © W..

Verificacgao:
Se a equacdo diferencial (1.1) é valida no dominio [0, 1], entdo a seguinte equacado

integral também deve ser satisfeita para todas as fungbes w(Xx) pertencentes ao espago
W

Jad?u .0
+ fxwdx=0 1.7
QW p (37)

Expandindo a equacdo acima e integrando por partes o termo esquerdo daigualdade:

1d2

_ Jddfu
de2

wdx = Qlfwdx
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< d’u _édu 0 & du dw
5 wdx=- x~— W — dx
dx 8dx H, dx dx
du du Jdu dw <
-—DOwd)+ —O)wW0)+ n— — dx= Af wdx 1.8
dx()W() dx() ©) de dx Q (1.8)

Introduzindo as condi¢bes de contorno obtém-se

1 1
gw(0) + (‘? %?j_vxv dx = (‘?f w dx (1.9)

verificando-se, portanto, avalidade da equacdo (1.3).

1.3 Aproximagdo por Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) resolve por aproximagdo o problema (1.1) na
forma variacional (1.3). O dominio é discretizado em elementos, resultando em uma
malha com n pontos nodais. S&o utilizadas aproximagdes do tipo:

a(x):énl N,(u,, aTU Ui v) (1.10)
MO=8 100w, T W W1 w) (1.12)

i=1

onde N; e j, sdo fungGes de interpolagdo, e u; e w; s3o coeficientes constantes. A
figura abaixo apresenta a discretizacdo do dominio em (n- 1) elementos lineares. As
funcBes de interpolagdo N (lineares neste caso) sdo definidas paracadano j , de modo
que:

i ara X = X,
N, )= - P o (112)
10, para x=x (it j)
i X- X,
i-————*1, X EXEX,
| (Xj+1' Xj
Nj (x) = i (1.13)
lX- %,
I , &4£x£&
T X=X
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PS
L 4 \ 4

x=0

Figura 1.2 — Discretizag@o do dominio unidimensional em elementos lineares.

Observagoes:

1) Osespacos U e W possuem base de dimenso finita e estdo contidos em U e W, ou
sgja, a discretizagdo do dominio representa um truncamento na base infinita dos
espacos U e W.

2) Em decorréncia de (1.12), os coeficientes u; representam os valores nodais de

a(x) .
Como U(x) é por definicdo uma solugdo aproximada, a equacdo (1.1) ndo é satisfeita
exatamente para U(X) , gerando um residuo R(x) no dominio:

dl]

=R(x) em [0,]] (1.14)

A idéia central do MEF é ponderar este residuo no dominio (Método dos Residuos
Ponderados) usando as fungdes de ponderagdo W(X):

~ A

1
QRWdx=0, "Wl W (1.15)

Dentre os métodos de ponderacdo, o Método de Galerkin é aguele em que as fungdes |
em (1.11) séo consideradas como sendo iguais as fungdes N. em (1.10):

Mx)=8 N, oW (L.16)

i=1

Integrando por partes o primeiro termo em (1.15) obtém-se a equacéo

18&1“ 0 dd . . di, . . Jdd dw
—_— - - - _ _ f
Qg B dx o @Ow® o (0O)w(0) Q o d + Q wdx=0
resultando em
< dd dw
d f w dx- gw(0 1.17
Q dx dx = Q 9W(0) ( )
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Como pode-se observar, a equagéo acima corresponde ao problema (1.3), com u(x) e
w(x) substituidas por G(x) e W(x). Introduzindo (1.10) e (1.16) em (1.17) chegarse a
expressao:

ﬂ

d 2 'Od
.al Q é? - dx = anqudx gN(O)— (1.18)

Como as constantes w; sdo arbitrarias, fazendo w, =1 ew; =0, para j* i ei=1...n,
obtém-se um sistema de n equagdes algébricas e n incognitas u; :

dd & OdN. d )

—C u, —L = dx - , =1,... .
Q - jaleJuJEdX dx Qf N.dx- gN.(0) (i=1..,n) (1.19)
d @&l dN; dN, -

———L dxzu, = fN d N. (O =1..., 1.20
C?}lédedxX” =QfN - gN.(0)  (1=L..n) (1.20)

O sistema acima pode ser escrito naforma

K.u =F (i=1..n) (1.21)

)

. moj

.u‘

J

onde K; e F, sdoiguaisa

tdN; dN,
K. = d 1.22
! Q dx dx X (1.22)
1
F = (‘?f N, dx- gN,(0) (1.23)

Matricialmente, pode-se escrever:

KU=F (1.24)
&Ky Kyl ¢F, 0 éu, 0
¢ g ¢ u ¢ d

K=8 u- fF=€’'U; y=€e'u (1.25)
e . - a é.u é.
e u e_u e u
éKnl Knnﬂ anﬂ é’lnﬂ
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Observagoes:
1) A matrizK ésimétrica:
1dN. dN, 1dN. dN
K.i=z=A\— — L dx=A—-—1" dx= K.
QT ax dx Q ax o !

2) A matriz K é esparsa (muitos de seus coeficientes sdo iguais a zero). De fato, os
suportes das funcGes de interpolacdo N; e N; possuem intersecdo nula, se 0 N0 |
ndo esta conectado ao no j, resultando em coeficientes K;; =0:

Figura 1.3

3) Os coeficientes K; podem ser calculados efetuando-se a integral somente no
elemento que conectaosnosi ej:

L dN; dN; o N ANy

K =\~———~+ =
i1~ Q dx dx Q dx dx

Figural.4

4) Os coeficientes da diagonal principal sdo positivos e maiores que zero:

K. = ngdﬂ— dx> 0

edx g

5) Os coeficientes da diagonal K. podem ser calculados efetuando-se a integral
somente nos elementos que contribuem parao no i:

2

_ 0 . yua@INc_) _ YwaejN”‘; i gIN O
Kn— C—— dx Qle de Q,lngEdX+Q gdxgdx

10
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i-1 i i+1 i-1 i i+1

Ki =Ki" +K{

Figural.5

1.4 Condiges para convergénciado MEF

Seja U(x) uma solucdo aproximada do problema (1.3), e u(x) a solucdo exata. Define-
secomerro e(x) dasolugdo aproximada a diferenca

&(x) = u(x) - u(x) (1.26)

Supondo que u(x) seja continuamente diferenciavel em todo o dominio (u(x)T C¥),
uma série de Taylor pode ser empregada para representé-la:

2 P AP
a9y =u +ox +§d—‘j eDadp (1.27)
x=0 dX|x=0 2 dX®|x=0 p! dx® [x=o
4 U
u(Dx)
u(0)
> X

x:I 0 x:I Dx

Figura 1.6

Portanto, se a solugéo aproximada for constituida por polinbmios de grau p, pode-se
esperar um erro da ordem de DxP™. Considerando o intervalo Dx como sendo

equivalente ao tamanho h dos elementos,

e» O(Dx") (1.28)

11
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Da mesma forma, os erros das derivadas de U(x) sdo:

3—2: e »0(h*) (1.29)
3:‘3 e, » o(h*?) (1.30)
3):? e, »o(h"*") (1.31)

Para que haja convergéncia, todas as derivadas que aparecem na formulacdo variacional
(1.3) devem ser representadas corretamente, no limite, quando o tamanho h dos
elementos tende a zero:

e, ® 0, quandoh® 0 (1.32)
Portanto, a seguinte relacdo deve ser valida:

ptl-n31 b p3 n (1.33)

Entdo, uma primeira condicdo para que hgja convergéncia € que as funcbes de
interpolacdo utilizadas na aproximagdo de U(x) sejam representadas por polindmios
completos de grau n (condi¢éo de completidade).

A segunda condi¢cdo necessaria decorre de que as integrais em (1.17) devem ser
limitadas, para que o problema possa ser resolvido:

< dd dw
——dx<¥ 1.34
Q dx dx ( )

A expressdo acima equivale a dizer que as derivadas que aparecem na integral devem
ser de quadrado integravel. Uma fungo continua por partes, por exemplo, é de
quadrado integravel. Em outras paavras, se n é a ordem mais alta das derivadas que
aparecem na integral, as derivadas da aproximacédo de ordem n-1 devem ser continuas
nas interfaces dos elementos, como mostra a Figura 1.7.

G(x)

.
®-—----
.

dd
dx

Figura 1.7 — Aproximago U(X) continua e derivada descontinua nas interfaces dos elementos.

12
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Resumindo, s&o duas as condi¢des para convergéncia de uma aproximagao:

Condicdo de completidade: a aproximacdo U(X) deve ser representada por
polindmios completos de grau n.

Condicdo de compatibilidade: as derivadas da aproximacdo de ordem n-1
devem ser continuas nas interfaces dos elementos (continuidade C™*).

Observagoes:
1) Uma fungdo f(x)definida em um dominio W pertence a0 espaco vetorial L,de

fungdes de quadrado integrével se aintegral de seu quadrado € limitada:

c‘)f(x)de<¥ p f)T L,

w

Exercicios proposto:

1) Resolver o problema (1.1) para f(x) =-2 e g =-2, utilizando malhasde 1,2e 3
elementos lineares igualmente espagados. Comparar os resultados com a solucéo
exata u(x) = x* - 2x+1.

d?u

7 2=0 em [0]]

u@® =0

du
—(0)=-2
dx()

13
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2 ELASTICIDADE PLANA

2.1 Introducédo

Os problemas de elasticidade plana se dividem em dois grupos: problemas de estado
plano de tensbes e problemas de estado plano de deformagdes. Os problemas de estado
plano de tensbes sdo caracterizados por estruturas na forma de chapas planas carregadas
no proprio plano, sendo o carregamento uniforme ao longo da espessura. Neste caso, 0

estado de tensGes € completamente definido pelas componentes de tensdes s ,, s, €

t, » constantes a0 longo da espessura. As demais componentes, s ,, t , et ,, s

iguais a zero.

yz

-«
<«
<«

Figura 2.1 — Estado plano de tenses.

Por outro lado, os problemas de estado plano de deformacOes caracterizam-se por
estruturas nas quais a dimensdo na diregdo z € muito maior que as dimensdes no plano
x-y. As cargas s80 paralelas ao plano x-y e ndo variam na diregdo z. Assume-se que 0S
deslocamentos na direcdo z sejam restringidos. Desta forma, qualquer secéo transversal
(paralela ao plano x-y) encontra-se submetida ao mesmo estado de deformagoes, onde as
deformacdes e,, g,, € g,, S30 iguais a zero e atensdo normal s, pode ser obtida em

funco das tensbes normais s, e s, . Portanto, para efeito de andlise, basta considerar
uma faixa de espessura unitaria compreendida entre duas se¢des transversais.

o

N y

L, ]

M
<

Figura 2.2 — Estado plano de deformagoes.

14
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2.2 Formulagéo Cléssica do Problema de Elasticidade Plana

Dados b = (b,,b,), t = (f,,f,) e U=(u,, u,), determinar u = (u,,u,)ta que

Z'6+b=0 emW (equactes de equil ibrio) (2.1)
6 =D¢g (relacbes congtitutivas) (2.2
€=Zu (deformactes) (2.3
Tn=t em G, (cond. de contorno naturais) (2.9)
u=u em G, (cond. de contorno essenciais) (2.5)

G=GEG

> X

Figura 2.3 — Problema de e asticidade plana

Nas equagdes acima, ¢ € arepresentacdo em matriz coluna do tensor detensdes T,

SN és, 0
_6s, U _é

T—Qt s as G—ésya (26)
€x yu g[ u
wu

b sdo as forcas de volume, ué o campo de deslocamentos, t sdo forgas distribuidas no

contorno G,, U sdo os deslocamentos prescritos no contorno G, n=(n,,n,) € a

normal externa ao contorno, D € amatriz constitutiva do material, € sdo as deformacdes
e < €0 operador diferencial:

ee, U é/fx 0 d
e=ge, .  £=g0 Y/ 2.7)
&9, 1 &1/Ty  T/Txg

15



Introducdo ao Método dos Elementos Finitos — Programa de Engenharia Civil,
COPPE / UFRJ — Notas de aula do Prof. Fernando L. B. Ribeiro

Para problemas de estado plano de tensdes a matriz D €igual a

e parao estado plano de deformagdes, a matriz D assume a forma

UL
(1+n)1- 2n)é 0

(1- 2n)/2(1- n)§

(2.8)

(2.9)

onde E en sdo 0 modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, respectivamente.

2.3 Formulagéo Variacional

Dados b, t e U, determinar ul U | "

((2w) DL udw= ¢b'wdw+ (t'wdG
w

w

1
U= fu=
1
i
W =1W=(WX,Wy
|
Verificacgao:

¢J<'e +b) waw=o,
w

S, Moy Oy oo,

Eoe gy 58

Integrando por partes,

u,u)|u=tem@G, —, I L

+b —W dw=0

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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Tt N Wy

oﬁwX dW= (§ ,n,w, dG- O " ‘ﬂy dw (2.16)
w G

Oﬂ_xxywy dw= i, nw, dG- Oxyc”_xydw (2.17)
w G w

\ﬂs N\
O'ﬂ_yywy dw= g ,n,w, dG- Gy ydW (2.18)
W G

e substituindo,

o5, Tt L&ty s, 9
+b +—2+Dpb iw dW=
g gy e Ty TR

ds N+t Xyny)wX +(t o +S yny)wy dG+ (2.19)
G=G,+G,
(¢ 0 X W W O N\
cies Tw =ty > %+ txyﬂ y —eoZdW+ W, +b,w,dW=0
Y o fix Y o

A expressao acima pode ser escrita de forma matricial:

F(Zo+bfwdw= ¢(Tn)wdG- ¢(Zw)edw+ ¢biwdw=0 (2.20)
( ( ( (

W G=GE G W
Introduzindo as condi¢fes de contorno, obtém-se a igualdade,

((2w) e dw= (b'wdw+ ¢t'wdG (2.21)

w w G

e finalmente, substituindo as tensdes pelas relagdes congtitutivas chega-se a equacao
(2.10):

((2w) DL udw= ¢b'wdw+ (t'wdG

w w G

Pode-se também chegar a esta mesma forma variacional empregando-se o principio dos
trabalhos virtuais ou o principio da energia potencial total minima, como ser visto a

Seguir.

17



Introducdo ao Método dos Elementos Finitos — Programa de Engenharia Civil,
COPPE / UFRJ — Notas de aula do Prof. Fernando L. B. Ribeiro

2.4 Principio dos Trabalhos Virtuais

O Principio dos Trabalhos Virtuais pode ser enunciado da seguinte maneira:

“Sgja um corpo em equilibrio, submetido a um sistema de forcas externas. Se a este
corpo é imposto um campo de deslocamentos virtuais, compativel com os vinculos da
estrutura, o trabalho das forcas externas € igual ao trabalho dasforcasinternas’.

Denotando o campo de deslocamentos virtuais por du e as deformagdes virtuais por
de , o trabalho das forgas internas é igual a

W, = (jde) o dw (2.22)
W

onde ¢ sd0 as tensdes resultantes das forgas externas impostas a estrutura. O trabalho
destas das forgas externas é dado por:

W, = (‘btau dw+ (‘F(Su dG (2.23)
w G

Igualando as duas expressdes acima, e introduzindo as relagdes constitutivas em (2.10)
obtém-se

((0) D(£ u)dw= (b'sudw+ (t'oudG (2.24)
W G

w

Comparando este resultado com (2.10), observa-se que as fungdes w desempenham o
papel dos campos de deslocamentos virtuais (du =w), com deformacgdes virtuais
de = Zw.

25 Energia Potencial Total

Define-se energia potencial de um corpo, em uma configuragdo deformada qualquer,
como sendo o trabalho realizado por todas as forgas que agem sobre 0 corpo, externas e
internas, quando o corpo retorna de sua configuragdo deformada para a configuragéo
indeformada. A energia potencial das forgas internas é igual a energia de deformagéo do

Corpo:

U=

N

c‘):tDs dw (2.25)
w

O trabalho das forcas externas (energia potencial das forcas externas) é negativo,
guando o corpo retorna a sua configuracaéo indeformada:

W =- Pp'udw- §'udG (2.26)
w G

18
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A energia potencial total do corpo, que é fungdo da configuragdo deformada u, serd
portanto igual a
P(u)=U +W (2.27)

A expressdo acima corresponde ao funcional de energia P (u), associado as equagdes
diferenciais de equilibrio (2.1). O Principio da Energia Potencial Total tem o seguinte
enunciado:

“Sgja um corpo impedido de se desocar como corpo rigido e submetido a forcas
externas. Dentre todas as configuragdes deformadas possiveis (que atendem as
condicdes de contorno), aquela que corresponde a configuracédo de equilibrio minimiza
o funcional de energia potencial total”

Isto significa que para a configuracdo de equilibrio, a primeira variagdo do funcional de
energia deve ser igual a zero:

dP(u)=dU +dW =0 (2.28)

As variagdes das energias interna e externa so

du = c‘jds)t Dedw (2.29)
w
dW =- (b'dudwW- (t'dudG (2.30)
w G

Somando estas duas equacfes e igualando a zero obtém-se a mesma expressdo de
(2.24).

Como a solugdo exata do problema representa um minimo absoluto do funcional de
energia, qualquer aproximagdo por deslocamentos superestima a energia potencial total.
A medida em que se refina a aproximagdo, introduzindo-se novos graus de liberdade,
mais proximo se chega do valor minimo de P.

Pelo principio da conservacdo de energia, quando um corpo se deforma sob a influéncia
de forgas externas aplicadas lentamente (variando uniformemente a partir de zero), o
trabalho realizado pelas forgas externas é igual a variacdo da energia de deformacao.
Como este trabalho € igual a - W /2, pode-se escrever:

U+W/2=0 (2.31)
Substituindo este resultado em (2.27):

Pu=U+wW=-U (2.32)
Portanto, pode-se deduzir da expresséo acima que, sendo a energia potencial total P
superestimada, a energia de deformacéo U serd sempre subestimada na formulagdo em
deslocamentos do método dos elementos finitos, na auséncia de tensdes ou deformacdes

iniciais.
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E importante ressaltar que nem sempre € possivel estabelecer um funcional de energia
associado as equagdes diferenciais do problema. Isto s6 ocorre quando o operador
diferencial é auto-adjunto, como é o caso de problemas de elasticidade. Por este motivo,
aforma variacional obtida a partir da ponderacdo de residuos ponderados é mais geral, e
pode ser aplicada a qualquer tipo de problema, como por exemplo, problemas de
mecanica dos fluidos.

2.6 Formulagdo Variacional Discreta

Para obter a formulagdo variacional discreta deve-se proceder da mesma forma que no
item 1.3, com a diferenca que agora a solugdo da equagdo diferencial u = (u,,u,) éuma

funcéo vetorial de duas componentes, e portanto deve ser aproximada por uma funcéo
vetorial:

i g
jg; u=ga Nu; (2.33)
y

j=

[y

Da mesma forma, as funcdes de ponderagdo também s3o vetoriais, com duas
componentes:

év.uo d éN. Oouéw.u . d
&y u=a e, ue U W= Nw, (2.34)
ey i€ iu@VyQ i=1

Substituindo estas aproximagdes em (2.10) obtém-se

((4W) DZ Gdw= (bW dw+ (T'W dG (2.35)
w w G
Desenvolvendo,
& 3 )
za Nw; = Di’aNu dw= d)aNWdW+OaNWdG (2.36)
WY, i=1 j=1 WY, i=1 G i=1
Fazendo w, = gu ew SLU’ gg (jti) parai=1,...,n, obtém-se um sistema

de 2n equaces e 2n incognitas.

n
o \

a NI DN Jdwu, = Nbaw+ NEdG,  (=L..n) (237

=1 w
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Denotando por B, o operador diferencial aplicado as funcdes de interpolacéo N, ,

SN, u
6 04
é Tx N a
B,=<N,=%0 N g (2.38)

€ iy U

u
.
ety 1xag

as equacOes algébricas (2.37) sdo escritas na forma,
a 8 pB;)awu; = N, bdw+ N, TdG (i =1....n) (2.39)
=1 w w G

ou equivalentemente,
aku, =f, (i=1..n) (2.40)

=1

Os coeficientes constantes e os termos independentes séo dados por:

ky = (§B:) DB, ) aw (2.41)
W

f; = (N;bdw+ (N;tdG (2.42)
w a

De forma mais compacta, pode-se escrever:

KU=F (2.43)
onde,
é(ll klnl;l éull;l éfll;l
é G e a e u
K=% u; u=¢ F=¢ U (2.44)
€. - €. u e.u
u é u u
g(nl knnﬂ é’lnﬂ Snﬂ
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2.6.1 Energia de Deformacéo

Considerando uma aproximagdo (=NU, com N=|[N,....N, ], e as deformagdes
€=BU, sendo B = [Bl ....... Bn] , a energia de deformagdo da solucdo aproximada sera
igual &

@EtDédW:%ut(‘ja‘DBdwu =%ut KU (2.45)
W

w

U=

N

Do fato de a energia de deformacdo ser positiva decorre que a matriz K, aém de
simétrica, é sempre positiva definida, ou sgja, para U * 0,

U'KU>0 (2.46)

22



Introducdo ao Método dos Elementos Finitos — Programa de Engenharia Civil,
COPPE / UFRJ — Notas de aula do Prof. Fernando L. B. Ribeiro

3 PROBLEMASDE ELASTICIDADE TRIDIMENSIONAL

3.1 Introducéo

A formulagdo do problema de elasticidade plana apresentada no capitulo anterior € um
caso particular do problema geral de elasticidade, que envolve astrés dimensdes x, y e z
Na elagticidade tridimensional, o campo de deslocamentos u = (u,,u,,u,) € uma

funcéo vetorial de trés componentes, e as tensdes e deformagdes sdo representadas por
seus tensores completos.

3.2 Formulagéo Cléssica do Problema de Elasticidade Tridimensional

Dados b = (b,,b,,b,), t = (£,.,.f,) e t=(u,, u,, u,), determinar u = (u,,u,,u,) tal
que

'6+b=0 emW (equagdes de equilibrio) (3.1)
6 =D¢g (relacbes congtitutivas) (3.2
€=Zu (deformactes) (3.3
Tn=t em G, (cond. de contorno naturais) (3.4
u=u em G, (cond. de contorno essenciais) (3.5

Enquanto que no problema plano o contorno € uma linha, no problema tridimensional o
contorno G=G, E G, é uma superficie, de normal externa n=(n,,n ). Os tensores

completos de tensdes e deformagdes séo:

és,u

& U

és t t _u e vu

_e’ Vo a _&.0
T=ey Sy e °=¢ U (36)

8. tn S.f &

& U

& "u

&0

e, u

. . ge,

—_ —_a Z
8_‘:39” e, 0,3 s—gg a (3.7

ggxz 9y, e, égxyﬂ

Y

€9 0
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As relacBes deformactes/deslocamentos envolvem o operador diferencial &, com
derivadas parciaisem ralagdo ax,y ez

ee, u éffix 0 0u
e, u e u
& g0 Wiy 0y
- eo0 0 /120
gE=Zu=e ‘0 Z =8 / a (3.8)
&9 /ly /fx 0 g
&y U é G
R S
&9,.0 ez 0 1/1xg

A matriz D (matriz congtitutiva) das relagdes congtitutivas €

N—
o

n/(1- n) n/(1-n

€l 0 0 u
¢ ¥
a 1 n/(1- n) 0 0 0 4
¢ 1 0 0 0
¢ - a
R Y (212n) 0 0 U@y
(L+n)L- 2n)é (L-n) 0. 2n) q
g simétrica 0 3
8 2(1- n) l:l
é (L- 2n)g
e 2(1- n)g
3.3 Formulagdo do MEF
Adotando as aproximagdes tipicas do MEF,
él,u g éN, 0 Ouéau )
6~ U_ é aé ;a . .0
dyg=a 60 N 0gdyg; G=a N, (3.10)
AA 7 ':l A 7 A Hd i —
.8 ' g0 0 NHaH j=t
gy o &N, 00U
&, 1_8 @& ae a. . _d
dg=a &0 N; 0gawg; W=gq Nw, (3.11)
A~ e i=1 A s A ., =
gv,g '™ &0 O N Hew M 1

e procedendo exatamente como no problema de elasticidade plana, chega-se as
expressdes dos coeficientes da matriz de rigidez e dos termos independentes:
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K = dBi)tD(Bj)dW

Moo o
< X y
S N, u
go N g
e Ty
e - u
g0 o NG
é 1z g
N
efy Ix u
e u
a0 NN g
é 1z Tyq
&MN. IN. 4

O I B
§z x H

f; = (N;bdw+ (N;tdG

w

G
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4 ELEMENTOSDE BARRA

4.1 Barra Submetida a Esforcos Axiais

O problema de determinar os deslocamentos de uma barra submetida a esforgos axiais
(Figura4.1) é regido pela equacdo diferencial:

d2

EA 1if(x=0 em [0, L] (4.1)
X
‘:u(O) 0 (condicéo de contorno essencial)

4.2
;EA—(L) =R (condi¢do de contorno natural) (42

sendo E o modulo de elasticidade do material e A a &rea da secéo transversal da barra.

A relagdo constitutiva envolve apenas as tensdes e deformagdes longitudinais,
s, =Ee

X

e as deformagdes sfo:
_du
e =
dx

f(x)

— > ————» ————» ——»

—— ——»Xu

. %

Figura 4.1 — Barra submetida a esforgos axiais

A formulacdo variacional correspondente é:

Dadas a forca distribuida f (x) e a forca R aplicada na extremidade livre, determinar
u) T U ["w) T W,

du <+ du dw

- EA—(L L)+ EA—O)w0) + EAQ — — dx= f d 4.3
o (WL +BA QWO + BAQ o dx= Qf wax  (43)
sendo U o espago de fungbes admissiveis:
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i du -
%u(x)|u(0) 0, d—l L[v) (4.4)

O espaco W é idéntico ao espaco U, ou sga, U © W . Introduzindo as condi¢es de
contorno EA%(L) =R ew(0) =0 obtém-se
X

\" du dw -
— = dx= Of +Rw(L 4.
v dx = Q wdx + Rw(L) (4.5

Chega-se a0 mesmo resultado pelo principio dos trabalhos virtuais. Considerando
du como sendo o campo de deslocamentos virtuais e de as deformagdes virtuais, pode-
Se escrever,

L L
Trabalho das forgas internas: Cj _de, Adx=EA (‘?ex de, dx

L
Trabalho das forgas externas: (‘Qf dudx + Rdu(L)

Ou ainda, pelo principio da energia potencial total minima:

1 \L \L
= W== Adx - - Ru(L 4.
p(u)=U + zgxex dx qudx u(L) (4.6)
L L
dp (u) =dU +dW = EAC;XdeX dx - C)fdu dx- Rdu(L) =0 (4.7)

Introduzindo as aproximacoes

a(x)zénl N,(u,, aTU Ui v) (4.8)
W(x):én_ NOOw, W)TW Wi w) (4.9)

i=1

obtém-se a formulacdo variacional discreta correspondente:

- du dw
EAQ— — dx= f Rw(L 4.1
Q v dx = Q w dx + Rw(L) (4.10)

Como as constantes w; sdo arbitrarias, fazendo w, =1 ew; =0, para j* i ei=1...n,
obtém-se um sistema de n equagdes algébricas e n incognitas u; :
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i=1 dx %]

e LN AN 5 N
a E%AQ o dxu, = Of N d+RN(L)  (1=1.m) (4.11)

3 Kyu =F  (i=1..,n) (4.12)

onde K; e F, sdoiguaisa

<L dN; dN
K. =EAA ——" d 413
! Q dx dx X (4.13)
L
F :(‘?f N, dx+ RN, (L) (4.14)

Adotando um sistema local de coordenadas para cada elemento, no qual as coordenadas
das extremidades sd0 x,=0 e x,=1, como mostra a Figura 4.2, as funcbes de
interpolacdo lineares no elemento séo:

N, =- ?+1 (4.15)

(4.16)

XI
N, =—
|

As deformagtes no elemento sdo dadas por:

g =M _ON, AN, e N, U B e ey (4.17)
d¢ o ¢ odx ° Bd o H &Ly

Desta forma, obtém-se a matriz de rigidez de elementos de trelica:

J é1l -1
Ke=EAQBe)tBedx'=ETAé I (4.18)
&
Uy U
—> e o—> — »X
1 | 2

Figura 4.2 — Elemento de trelica.
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4.2 Barra Submetida a Esforcos de Flexao

De acordo com a teoria de vigas, a deflexdo de uma barra carregada transversalmente,
como mostraa Figura 1.1, é representadas pela equagdo diferencial

El d—4:/ =q(x) em [0]1] (4.19)
dx

onde E é o mbdulo de elasticidade, | € o momento de inércia referido ao eixo
perpendicular ao plano x-y, v(x) sdo as deflexdes e q(x) é o carregamento transversal.

Vi, M1, V2 e M, s8o condigbes de contorno em termos de esforgos (momentos e
cortantes) nas extremidades.

dJoo
M@Wm#

v
y, v

Figura 4.3 — Barra submetida a esforgos de flex&o.

Assumem-se as seguintes hipoteses:

i) As secles transversais da viga permanecem planas e normais as fibras
longitudinais, o que equivale a desprezar as deformagdes por esforgo cortante.

i) Os deslocamentos sdo suficientemente pequenos para que se possa considerar a
curvatura k como sendo aproximadamente igual a

k » d—q (4.20)
dx

iii) O angulo g, que mede ainclinagdo da tangente a deformada da viga é aproximado
por

g »tang = ﬂ (4.22)
dx

Momentos e esforgos cortantes sdo dados pelas expressoes:
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dv

M =-Elk=-El— (4.22)
dx?
v _%—M =-El 33‘3’ (4.23)
X X

A formulacdo variacional correspondente é

1d4 I
El ﬁwdx = @de (4.24)

Integrando por partes duas vezes obtém-se

Q_

é_d vdwu Jd%v d?w
+ El ——dx = g wdx 4.25
SE dx? dxu0 de dx? @ (42)

_V
dx®

gx: o

@: ('FH‘D\

Expandindo a expressio acima:

Elﬂ(l) w(l) - ElM(O) (0)+E|M(0)—(0)+
gty g (4.26)
i EI—(I)—(I) +El gz v o w

As derivadas de ordem O e 1 (deflexdes e rotagbes) no contorno representam as
condi¢des de contorno essencials enquanto que as derivadas de ordem 2 e 3 ( momentos
e cortantes) representam as condic¢des de contorno naturais do problema. Introduzindo
estas condigdes de contorno obtém-se a forma final da formulago variacional:

Jd?vdw dw
El dez v ——dx = @wdx Vw(O)+Vw(I)+M (O)- MZ&(I) (4.27)

Consegiientemente, para que haja convergéncia é necess&rio adotar aproximactes de
grau no minimo igual a 2 e as derivadas de ordem 1 devem ser continuas nas interfaces
dos elementos, ou seja, os elementos devem ter continuidade C*. Para satisfazer estes
requisitos pode-se empregar polindmios cubicos de Hermite, definidos a partir dos
valores nodais das deflexdes e rotagcbes, como aproximacdo para as deflexdes
transversas:

.0 év. u
=aly H,»]gq‘g (4.28)
= ia
o éw U
= [Ni Hi] & i (4.29)
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As aproximacgles v ew pertencem ao espaco de fungdes cujas derivadas de segunda
ordem pertencem ao espacoL, . Discretizando a viga com um unico elemento tipico,
como ilustraa Figura 4.4, as aproximacdes acima assumem a forma:
v=Nyv, +Hg, + N,v, + H.q, (4.30)
W= Nw, +H W, +N,w, + H,w2 (4.31)

onde o indice , x denota derivacdo em X, e as fungdes de interpolacdo sdo:

N, =- ?’I—X22+1+2|—);3 (4.32)
Hl::(—j+x-2TX2 (4.33)
NZ:-ZI—)5+3|L22 (4.34)
=X XTZ (4.35)

Substituindo estas aproximacbes na formulagdo variacional obtém-se a sua forma

discreta:

N d_2\7 d>w
dx® dx®

+M(0)f'j—v;v(0)- M(l)f'j—v;v(l)

El

dx = C'gﬁ/dx- V(Q)W(0) +V (W1 +
(4.36)

Figura 4.4 — Barra submetida a esforgos de flex&o.
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Variando w chega-se ao sistema de equacOes:

oni GaNU € - Vi
To JSgH,H & om, Y

El QB )'Bdx éq U:C)?q ‘Udx+€ " tu (4.37)
év,u0 We&N,u & V,u
ea é,.u & . u
&0 eqqu e Mzu

onde o operador B® é

éd’N, d°H, d°’N, d°’H,
2

4.38
gax?  dx®  dx®  dx (4.38)

B® =

Assumindo uma carga g constante e integrando as matrizes acima obtém-se o equilibrio
no elemento:

K °U® = F* (4.39)
onde
612 6 12 610
S G L B
€ 6 4 6 2u
é — - - =0
kKe=pg & I’ I I (4.40)
612 6 12 U '
I R ER R
€ 6 2 6 4u
& — - -—= —a
& 12 N E 10
=v, aq, v, aq,] (4.41)
S BRVA: S VIN: SRVI: BV @a2)
&2 2 ' 2 12 7 '

A matriz de rigidez em (4.40) é exatamente aquela que se obtém através do método dos
deslocamentos. Deve-se ainda observar que a curvatura k desempenha o papel das
deformagdes, sendo igual &

k=B°U® (4.43)

A energiade deformagdo naviga é

%O % Q(de (4.44)
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eaprimeiravariacéo de U tem aforma

1
du = El @(dk dx (4.45)

Comparando a expressao acima com (4.7) pode-se notar a analogia entre a curvaturak e
as deformagdes longitudinais no problema de barras submetidas a esforgos axiais.
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5 PROBLEMASDE POTENCIAL

5.1 Introducéo

Problemas de potencial tratam do fluxo difusivo de uma quantidade fisica (massa, calor,
etc.) e tém muitas aplicacdes na engenharia, como por exemplo, problemas de conducéo
de calor, escoamento em meios porosos, distribuicdo de potencial elétrico ou
eletromagnético, tor¢éo de barras prisméticas e outras.

O fluxo difusivo, descrito pelo campo vetorial q(x,y) =(d,,q,) , € dado pelo produto
do coeficiente de difusdo k pelo gradiente da fungéo potencial f (x,y):

q=- kNI (5.1

Sendo Q(x,y) a fonte ou sumidouro da quantidade envolvida, o balanco de fluxos
resulta na igualdade:

N.a=Q(xy) (5.2)

Substituindo (5.1) na expressdo acima obtém-se a equacado de Poisson (ou simplesmente
equacao de difusdo)

N.(kNf)+Q=0 (5.3)

que deve ser satisfeita em todo o dominio.

5.2 Formulagdo Classica

Dados k(x,y), Q(x,y), f e, determinar afuncio potencial f (x, y) tal que

N.(kNf)+Q =0 emW (5.4)
f=f emG (5.5)
g.n=q em G, (5.6)

onde n = (n,,n, ) representaanormal externa ao contorno C(FiguraS.1).
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G

Figura5.1

5.3 Formulagéo Variacional

Dados k, Q, f e, determinar a fungéo potencial f T F | " wi W/,

rNw.(kNf) dW = ¢Qw dW- ¢ Gw dG
( ( (

W W Q]
F=if(xy|f=F emng, ABRLE R
T ix Ty [\;
W:%W(x,y)|W:OemG;, ﬂ—ﬂ—WT Zu
i X'y p
Verificagao:

G (RF) +Qwaw=0, " wi w
W

(‘(N.(ka)+Q)w d\N:(‘(N.(ka)w+Qw) dw=
v v Corwiw
- c‘)\lw.(ka) dw + c‘yv(ka).ndG + c‘pw dw=0
w G w
Introduzindo as condigdes de contorno:
(Nw.(kNf) dW = cQw dW- ¢ qwdG , "wi W

W W G
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5.4 Formulagdo Variacional Discreta

Aproximagoes:

. 3
=1
. d
w=a N;w, (5.14)
i=1
(N (kRF) dW = (QW dW- (W dG , "Wl Wi w (5.15)
w w G

[y

a ONN.(KAN) dW f, = (RN, dW- )TN, dG , parai=1...n (5.16)
71w w G

Sistema de equagdes resultante:

akf =f, i=l.,n (5.17)
i=1
< @N N, N TN B
k = (YKt —L + L =g 5.18
’ ch)g‘ﬂx ™ W vy (5-18)
f, = (QN; dW- ¢ gN; dG (5.19)
W G
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6 ELEMENTOSISOPARAMETRICOS

6.1 Integracdo no Dominio Real

Uma aproximacao caracteristicado MEF tem a forma

uh(x):én N, u, (6.1)

=1

onde N, (x) €afuncéo de interpolagéo global do nd j e u; representa os valores nodais
da aproximagao (ver exemplo daFigura 6.1).

Figura 6.1 — Fungbes de interpolagdo lineares em uma dimensio.

Para calcular os coeficientes da matriz K e os termos independentes é necessério efetuar
integracOes no interior do dominio e no seu contorno. Egtas integrais tipicas, resultantes
da discretizacéo por elementos finitos, tem a forma

c‘pt DB dW (coeficientes da matriz K) (6.2)
W

(‘bt N, dw+ (‘ft N, dG (termos independentes) (6.3)
W G

e s8o calculadas anivel de elemento. Estas integrais podem ser efetuadas diretamente no
dominio real do problema. Na prética, no entanto, os elementos sdo distorcidos ou se
encontram inclinados em relacéo aos eixos de coordenadas, o que torna complicado
sistematizar o calculo das integrais. Este € o motivo pelo qual o uso de elementos
isoparamétricos tornou-se padréo. A idéia principal deste tipo de elemento é mapear a
geometria em um sistema local de coordenadas naturais, onde as integrais podem ser
facilmente efetuadas, analitica ou numericamente. Para isto, a solucdo aproximada e
suas derivadas devem ser escritas em fungdo dessas coordenadas naturais. O termo
isoparamétrico (parametros iguais) vem do fato de que 0 mapeamento da geometria é
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feito através do uso dos mesmos parémetros utilizados na interpolacdo da solucéo
aproximada. Deve-se observar que embora 0s parametros sejam 0s mesmos, ndo ha
nenhuma restricdo quanto ao uso de interpolages diferentes para a geometria e para a
aproximagdo da solugéo.

6.2 Mapeamento | soparamétrico

O mapeamento isoparamétrico consiste em mapear os elementos em um dominio
regular de coordenadas naturais, sendo o mapeamento dado por fungdes polinomiais
idénticas aguelas utilizadas na aproximacdo da solucdo (mesma parametrizacdo para
geometria e aproximacdo). Por exemplo, para um elemento quadrilatero definido no
plano x-y (Figura 6.2), aaproximagdo U(X, y) escritaem termos de coordenadas naturais

(X,h) é dada pela expressdo
no:4
ux,h)=a N,;(x,h)u, (6.4)
j=1

onde N;(x,h) éa funcdo de interpolacdo local (de elemento) do nd j. A geometria €
descrita por:

n=4
o]

x(x,h) = N, (x,h)x; (6.5
Yoh) = & N, (x )y, (69)

j=1

sendo (X;,Y;) ascoordenadas dos nos do elemento.

y
h
2 * 1
X=X(x,h)
y=yx,h) | ] > X
U
> X 3 4

Figura 6.2 — Parametrizagdo de um elemento quadril atero.

Com a aproximagao escrita em termos de coordenadas naturais, os integrandos em (6.2)
e (6.3) passam a ser fungbes de (x,h):

38



Introducdo ao Método dos Elementos Finitos — Programa de Engenharia Civil,
COPPE / UFRJ — Notas de aula do Prof. Fernando L. B. Ribeiro

(‘pt (x,h) DB(x,h)dw (6.7)
(b'N; (x,h)dw+ (E'N; (x,h) dG (6.8)
w G

Para que as integrais acima possam ser calculadas no dominio de coordenadas naturais,
€ necessario mudar o dominio e os limites de integracdo. Isto é feito através da matriz
Jacobiana J de transformagédo de coordenadas, que relaciona um elemento infinitesimal
no dominio real aum elemento infinitesimal no dominio de coordenadas naturais:

dW =det J dxdh (6.9)

Assim, uma integral de elemento pode ser efetuada utilizando-se 0 dominio de
coordenadas naturais.

CP' (x.h) DB(x,h)dw = c‘) éjat(x,h) DB(x,h)det J dxdh (6.10)

W, h=-1 x=-1

6.2.1 Jacobiano da Transformacéo de Coordenadas

A transformacdo de coordenadas que mapeia um elemento bidimensional em um
dominio regular de coordenadas naturais pode ser traduzida pelas relacoes.

1x=fxh). 1X=g,(xY)

; 6.11
iy =f,0xh) th=g,(xY) (641

Usando a Regra da Cadeia, parauma fungéo f (X, y) pode-se escrever:

() 9 B, 9 9 612
Mx ™% Ty Ix '

0oy It T, 9 Ty 619
fih xTh Ty fh '

Matricialmente,

~

c
()
=
3

e10 6T Tyuety
G éatl
Exq éﬂnxa (6.14)
e
Thgélya

Ve

|

> CD)dCD
X
1
ey
X

x

>
=
>

>
2
[co Y ey any e
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éfx  fiyu
é a
X% x .
J= Jacob 6.15
g‘ﬂx ‘HyH (Jacobiano) ( )
gth Thg

Consequentemente, as derivadas em relacdo a x e y de uma funcéo f (x,h) sdo dadas
por:

éfu é‘ﬂ u
éq., U Eqy U
elg=0" eha (6.16)
ety elg
efya gfhg
Exercicios resolvidos:

1) Seja uma éarea infinitessimal dW definida no plano x-y, obtida a partir do
mapeamento de uma regido regular do plano x-h, como mostra a Figura 6.3.
Demonstrar que dW = det J dxdh .

h
Y s ) dh

| e S
ds dx

A

v
X
v

X

Figura 6.3

Ascurvas S e S que representam os lados dS; e dS; daregido dW podem ser escritas
na forma paramétrica:

Curva$§ : Curva &:
X = X(X) x = x(h)
y=y(x) y=y(h)
e 0S vetores tangentes a estas curvas sdo iguais &
d_Sl:E|+ﬂj @:B|+ﬂ]
dx fx Ix dh Th 9h
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Considerando que a &rea dWseja, no limite, igual a &rea do paralelogramo cujos lados
S80 0s vetores dS; e dS, pode-se escrever que:

dw=|dS," dS,|

9. 0S| 1 s gsi= L qw

dx dh| dxdnh dxdh
ds, . ds ¢ ! ook
:d—Sl’—zdxdh: det ix/Tx  Ty/fix 0y | dxdh
X ’
gx/Th  Ty/Th Of
efx  fyu
Cax  xY
dW=det & udxdh= detJ dxdh
A
gTh  Thg

Consegiientemente, tem-se a seguinte relagdo envolvendo as integrais de area no plano
x-y e no plano x-h:

A= CdWZ CdetJ dxdh

2) Determinar em que condigdes o determinante da matriz Jacobiana do elemento
quadrilatero bilinear (Figura 6.4) é constante.

h
h= 1 4 3
h=0 > X
h=-1
1 2

x=-1 x=0 x=1
Figura 6.4

Fungdes de interpolagdo:

N, = @+x0@+hh)
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Geometria:

X(x,h) = g N; (X, h)x;
yox.h)y= & N, (x.h)y,

j=1

Matriz Jacobiana:
e Ty ey Ty
e u e u
3=el* Iy, gr=_t gt Ty
alx g detye WX fx
&th Thg g Th Wx4g
Determinante da matriz Jacobiana:
deg = KV Ty ¢
™x9h 9x9Th
1
detd = (ND; + N,D, +N,D; +N,D,)
Dy =XnYu - YaXa
D, =Xy Y - Y Xs
D3 = X3 Yap = YasXs
Dy = X3y Ya1 - YauXa
X; =X - X5 Yi=Yi-Y;
Condicédo para que det J seja constante no elemento:
D, =D, =D, =D,
1Yn=Y
XaYu = YaXu = XuYn - YaXe P 1 " _ ¥
I Xn = Xp
1 X, =X
P Xo1Yar = YaXa = Xu Y - YuXa P : “ _ *
1 Yo = Yau

P elemento deve ser um paralelogramo.
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3) Determinar a matriz de rigidez de um elemento de barra com 1 grau de liberdade
(deslocamento axial).

Nl NZ

. .« XU D j._.x

1 L 2 1 2

Figura 6.5

Funcdes de interpolaco lineares:
1 1
Nl:E(l_ X); N2:§(1+x)

Geometria

X(X) = N;x; + N, X,
Deslocamento axial:

u(x) = N,u, + N,u,
Matriz de rigidez:

K= c‘)Bt EB Adx = AE c‘)athx

A — &rea da se¢do transversal
E — modulo de elasticidade

Deformacéo:
_du _dudx _dN, dx dN, dx  dxédN, dN,u éuu
T T T i T Ul
dx dxdx dx dx dx dx dx g dx dxugjzu
%:M:Lp dX:L X : %:E
dx 2 2 2 dx L
Operador B:
dxédN;, dN,u_ 1
B=—a—+ 2.==[-1 1
dx g dx dxH L[ ]
x=1
K = AE (P'BL dx
G
_AE*Té1l -1, AEéLl -1
K== 0¢ 05,X="—e (
L &1 132 L&l 1§
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6.3 Mapeamento: Generalizagéo

De modo gera os elementos finitos podem ser de uma, duas, ou trés dimensies,
conforme o nimero de parametros necessérios para descrevé-los (Figura 6.6 a Figura
6.8). Podem também ser lineares ou de grau superior, dependendo do grau p de suas
equagdes paramétricas. Freguentemente utiliza-se 0 termo wire-frame para designar a
representacdo de estruturas por meio de elementos unidimensionais (ou uniaxiais), que
sd0 segmentos de reta (lineares) ou segmentos de curva (p > 1). Os elementos
bidimensionais sdo superficies curvas, quando o grau dos polindmios em x e h € maior
do que 1, ou faces planas ou poligonos, quando as equacdes paramétricas sdo lineares.
O mesmo raciocinio € valido para volumes, discretizados através de elementos solidos.
Em principio, qualquer tipo de mapeamento ou parametrizagcdo pode ser utilizado para
descrever a geometria dos elementos. No entanto, com o objetivo de facilitar o célculo
das integrais adota-se como padré no MEF o mapeamento isoparamétrico, que é um
caso particular de mapeamento em que a parametrizagdo da geometria é idéntica aguela
utilizada na aproximagédo da solucgéo.

X=X(X)

z y = y(x)

‘ z=2z(x)
>y U > X

Figura 6.6 — Elementos uniaxiais.

z - h
X=X(x,h)

Q y=yx,h) 1
z=2zx,h)

Figura 6.7 — Elementos de superficie.
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z X=X(x,h,z) z
y=yx,h,z) ‘
@ z=2zx,h,z)
-y 0 - I
/
"4
X

-1 £ (x,h,z) £ 1

Figura 6.8 — Elementos sdlidos.

6.4 Elementos | soparamétricos de Continuidade C°

A continuidade das funcbes de interpolacdo nas interfaces dos elementos, necessaria
para a convergéncia do MEF, depende da ordem das derivadas que aparecem no
integrando da formulagéo variacional. A grande maioria dos problemas (o problema de
flexdo de placas é uma excecdo) requer elementos de continuidade C°, nos quais as
fungBes de interpolacdo sdo infinitamente continuas no interior dos elementos e apenas
continuas nas interfaces (primeira derivada descontinua). Descreve-se a seguir 0S
elementos de classe C° mais empregados em andlises do MEF.

6.4.1 Elementos Uniaxiais

A Figura 6.9 mostra a parametrizacdo do elemento uniaxial linear. As fungdes de
interpolacdo sdo retas que assumem os valores 0 e 1 nas extremidades (Figura 6.10):

N, = (1- x)/2 (6.17)
N, = (1+x)/2 (6.18)

-1 1

Figura 6.10 — Fungdes de interpolagdo de um elemento uniaxial linear.
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No elemento quadrético, cuja parametrizacdo € ilustrada na Figura 6.11, as fungdes de
interpolagéo (Figura 6.12) sdo polindmios do segundo grau (p = 2) que assumem 0s
valores 1 em um no e 0 nos outros dois nés:

N, = (x- Dx/2 (6.19)
N, = (1+x)x/2 (6.20)
N, = (@+x)(1- x) (6.22)
! 3 2
x:'-l x:'O X; 1

Figura 6.11 - Parametrizag8o de um elemento uniaxia quadrético.

Figura 6.12 - Funcoes de interpolagdo de um elemento uniaxial quadrético.

Seguindo 0 mesmo raciocinio, e considerando a parametrizacdo da Figura 6.13, as
fungdes do elemento cubico sdo:

N, :1%(1- X)X +1/3)(x - 1/3) (6.22)
N, :1%(1+ X)X +1/3)(x- 1/3) (6.23)
N, :i_g(:u X)(x- 1/3)(x - 1) (6.24)
N, :i—g(l- X)X +1/3)(x +1) (6.25)
% : : :
x=-1 x=-13 x = 1/3 x=1

Figura 6.13 - Parametrizag8o de um elemento uniaxial cubico.
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Figura 6.14 - FuncOes de interpolagdo de um elemento uniaxia cubico.

Um elemento genérico de grau p possui p+1 nos, e as fungbes de interpolagdo sdo
determinadas pelos polindmios de Lagrangre:

NP =P (6.26)

Figura 6.15 - Parametrizacdo de um el emento genérico de grau p.

sendo o polinbmio de Lagrange de grau p referente ao nd i dado pela expressao:

ip — (x- Xl)(X' Xz)---(x' Xi-l)(X' Xi+1)---(x' Xp+l) (6.27)

(Xi B Xl)(Xi B XZ)"'(Xi B Xi-l)(xi B Xi+1)"'(xi B Xp+l)

6.4.2 Elementos Quadrilateros - Familia de Lagrange

Nos elementos da familia de Lagrange, as fungdes de interpolacéo sdo obtidas a partir
dos produtos dos polinbmios de Lagrange em cada direcdo, resultando em elementos
com p+1 noés:

NP (x,h) = 12(x)17 (h) b (p+1)? nés (6.28)

Desta forma, as fungdes de interpolagéo do quadrilatero bilinear de 4 nés (p = 1)sdo:

N, = %(1+ X)(L+h) (6.29)
N, :%(1- X)L+ h) (6.30)
N, :%(1- X)(L- h) (6.31)
N, =%(1+x)(1- h) (6.32)
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ou, de forma compacta:

N, :%(1+xix)(1+ h,h), i=1,234 (6.33)
h
h= 1 2 1
h=0 > X
h=-1
3 4

x=-1 x=0 x=1

Figura 6.16 — Parametrizacdo de um elemento quadrilatero bilinear (4 nos).

;;5;;;llllllll
lllllllll"lllllll

Figura 6.17 — Funcoes de interpolagdo do € emento quadrilatero bilinear.

As fungdes do elemento quadrildtero biquadrético de 9 nés (p = 2) sdo ilustradas nas
figuras Figura 6.19-Figura 6.21.

h

s
2 5 1
6 @-------- —;—9— ——————— 4 8— —————— » X
3 7 4

Figura 6.18 — Parametrizacdo do € emento quadrilatero de 9 nos.
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Figura 6.19 — Funcoes de interpolacdo dos nés dos vértices (N, , i=1, 2, 3, 4) do eemento quadrilatero
de 9 nos.

Figura 6.20 — Funcdes de interpolacédo dos pontos médios dos lados (N, , i=5, 6, 7, 8 ) do eemento
quadrildtero de 9 nés.

,,///;;'0:3%{\\
////;;/';'::0:: m
/ //’”"l"o““
/,////l/,,'i,’“\‘
,///////”0,"0‘0:‘\\\
,///////I/lllllllf,'f:‘\\\

Figura 6.21 — Funcéo de interpolagdo do né central, ou fungdo bolha ( Ny ), do elemento quadrilatero de 9
nés.
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O triégngulo de Pascal da Figura 6.22 apresenta os mondémios de um polinbmio completo
de grau p, enquanto que a Figura 6.23 mostra os mondmios presentes em um elemento
de Lagrange de grau p. Comparando estas duas figuras, observa-se que os elementos de
L agrange possuem mondmios em excesso.

1
o

T T T O
1

w N e
><|\J
<
N

§
§

Figura 6.22 - Mondmios de um polinémio completo de grau p (Tridngulo de Pascal).

Figura 6.23 - Mondmios presentes em um el emento de Lagrange de grau p.
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6.4.3 Elementos Quadrilateros - Familia de Serendipity

Os elementos de Serendipity sGo uma alternativa aos elementos de Lagrange que, como
foi visto anteriormente, possuem mondMios em excesso, resultando em elementos com
um nuimero de nés maior do que 0 necess&rio para que se tenha um polinémio completo
de um determinado grau p. Os elementos de Serendipity sdo construidos através do
produto e da combinacdo linear de fungdes de interpolagdo de diferentes graus de modo
a se obter o grau desejado.

Para p = 2 0 elemento de Serendipity tem 8 nds (Figura 6.24), 1 a menos do que 0
correspondente de Lagrange. As funcfes de interpolagdo dos pontos médios dos lados
(Figura 6.25) sdo obtidas através do produto de uma variagdo quadrética no bordo por
uma variagdo linear na direcdo oposta:

N, =%(1+ h)(L+X)(1- X) (6.34)
N, =%(1- X)(L+h)(L- h) (6.35)
N, =%(1- h)(L+X)(L- X) (6.36)
N, :%(1+ x)(L+h)(1- h) (6.37)
h

2 5 1

6«---------?» --------- L 4 8— —————— » X

3 é7 4

Figura 6.25 - Funces de interpolacéo dos pontos médios dos lados (N, , i=5, 6, 7, 8) do eemento
quadrildtero de 8 nés.

51



Introducdo ao Método dos Elementos Finitos — Programa de Engenharia Civil,
COPPE / UFRJ — Notas de aula do Prof. Fernando L. B. Ribeiro

As fungdes dos nos dos vértices do quadrildtero (Figura 6.27) sdo obtidas a partir da
combinagdo linear de funcdes bilineares com as fungdes quadréticas dos pontos médios
dos lados, como mostra a Figura 6.26, resultando em:

N, =2A@+h)- —(Ng+N,) (6.39)
N, =12+ h)- 2(N; +Ny) (6:39)
N, =%(1-x)(1- hy- %(N6 +N,) (6.40)
N, =209 h)- (N, +Ny) (641)

(funcdo bilinear)

- %N - Y N

Figura 6.26 — Combinacdo linear das funcdes dos pontos médios dos lados com fungdes bilineraes dos
vértices do quadriléero.

Figura 6.27 — Funcdes de interpolagdo dos vértices do quadrildtero quadrético de 8 nés.

52



Introducdo ao Método dos Elementos Finitos — Programa de Engenharia Civil,
COPPE / UFRJ — Notas de aula do Prof. Fernando L. B. Ribeiro

O elemento cubico de Serendipity tem 12 nés (Figura 6.28), e as funcbes de
interpolag@o do nos intermediérios dos lados sdo construidas a partir do produto de um

variagdo cubica no bordo por uma variagdo linear na diregdo oposta, como mostra a
Figura 6.29:

1

N, =2@£h) IFx) (1=59,711) (6.42)
N, :%(1ix) 13(h) (i=8, 12, 6,10) (6.43)
h
2 ; 1

"
'
'
'

Py ' Py
L4 T L4
'

'

'

Figura 6.28 — Elemento cllbico de Serendipity.

x=-1 x=-1/3 x=1/3 x=1

Figura 6.29 - Funcfes dos nds intermediarios dos lados (variagdo cilbica no bordo x variacéo linear na
direcdo oposta).
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Figura 6.30 — Funces de interpolagdo dos nés intermediarios.

Assim como no elemento quadrético, as funcdes dos vértices do elemento cubico
(Figura 6.27) sdo obtidas a partir da combinacdo linear de funcdes bilineares com as
fungdes cubicas dos pontos intermediérios dos bordos, como mostraa Figura 6.31.

(funcdo bilinear)

Figura 6.31 — Combinagdo linear das fungdes dos nés intermediérios dos lados com fungdes bilineraes
dos vértices do quadril&ero.

R

(e
L
TN
Sl
() 1M
..0,"lll’ /)

v, /
XA

Figura 6.32 — Funcoes de interpolagdo dos vértices do quadrildtero cubico de 12 nés.



Introducdo ao Método dos Elementos Finitos — Programa de Engenharia Civil,
COPPE / UFRJ — Notas de aula do Prof. Fernando L. B. Ribeiro

A generalizac8o da sistemética utilizada nos elementos quadréticos e cubicos para um
elemento de grau p, ou seja, a construcao das fungdes a partir de:

fungdes dos nos intermedi&rios dos lados. variacdo de grau p nos bordos e
variagdo linear na direcéo oposta

fungdes de canto: fungéo bilinear + combinacdo linear das fungdes dos lados

resultaria em elementos cujos mondmios sdo apresentados na Figura 6.33. Observa-se
nesta figura que a partir de p = 4 ficariam faltando mondmios (ver Tabela 6.1).
Particularmente para p = 4, as funcdes dos nds dos cantos e dos nos intermediérios sdo
obtidas com o procedimento utilizado nos elementos quadré&icos e cubicos, sendo
necessé&ria a adicdo de uma fungdo correspondente ao nd do centro do elemento (fungdo
bolha) presente no elemento quadrético de Lagrange, resultando em um elemento de 17
nos (Figura 6.34).

Figura 6.33 - Mondmios presentes em um elemento de Serendipity.

Tabela 6.1 — Mondmios presentes e ausentes em um e emento de Serendipity.

p mondmiosdegrau > p | mondmios ausentes
1 Xy Ya

2 Xy, Xy Y

3 Xy, Xy Y

4 Xy, xy" Xy
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Figura 6.34 — Elemento de Serendipity de grau 4 (17 nos).

Assim, as fungdes deste elemento séo,

Funcgdes dos nds intermediarios dos lados. variagcdo de grau p = 4 nos bordos e
variagdo linear na direcéo oposta

Funcgdes dos nds dos pontos médios dos lados: variagdo de grau p = 4 nos bordos
e variagdo quadrética na direcdo oposta

Funcgdes dos nos dos cantos. combinacdo linear de funcgdes bilineares com as
fungdes do nos intermediarios dos bordos.

Para os bordos paraelos a diregdo h as fungdes sdo as seguintes (Figura 6.35):

N, == (@+x)x 14(h) (6.44)

N, ==(1+x) 1*(h) (6.45)

Figura 6.35 - FuncOes dos nés intermediarios (p = 4).

e afuncdo do n6 do centro do elemento é afuncdo bolha:

(L+x)(L- X)L+h)(L- h) (6.46)
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Como pode ser visto na Figura 6.36, os elementos de Lagrange exigem um esforco
computacional maior para o céculo das matrizes de elemento maior do que os
elementos de Serendipity, em conseqiiéncia do maior nimero de nés.

Lagrange Serendipity
4 nés 4 nos
p=1
9 nos 8 nos
p=2
16 noGs 12 nos
p=3
25 nés 17 no6s
p=4

Figura 6.36 — Comparacdo entre elementos de Lagrange e de Serendipity.
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6.4.4 Elementos Triangulares

Nos elementos triangulares isoparamétricos 0s parametros ou coordenadas naturais sdo
as coordenadas de &rea do elemento. Em coordenadas de &rea, cada ponto P do triangulo
fica determinado por suas coordenadas (X,,X,,X;), como mostra a Figura 6.37.

Designando por D a area do tridngulo e por DP;; a &rea do tridngulo formado pelo ponto
P e osvérticesi ej do tridngulo, as coordenadas de areas sdo definidas de modo que:

1 D 1 2 D 1 3 D (647)
De acordo com a definicdo acima, é valida arelagdo para qualquer triangulo:
X, +X, +X; =1 (6.48)

P =P(x,.X, ’Xg)

Figura 6.37 — Coordenadas de érea de um ponto P do triangulo.

Sendo (X, Yi) as coordenadas cartesianas do vértice i, pode-se mostrar que a area do
tridngulo é dada pela expressdo

, & xow
D:Edag.xz Yo (4rea do triangulo) (6.49)
g x v.f

e que para um ponto qualquer de coordenadas (X, y) as coordenadas de area sdo
determinadas por:

a, +b,x+qyy
X, =——F

2D
Xz - a'2 +b2X+ gzy (650)
2D
— a3 +b3X+g3y
Xy =
2D
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onde a;, b; eg sdo iguaisa

a, = Xij - Xkyj
b=y, - ¥ (6:51)

g =%X-X

Nas expressdes acima, os indices i, j e k referem-se aos vértices tomados em seqiiéncia e
no sentido anti-horério, como mostraa Figura 6.38.

J K

Figura 6.38 — Vértices do triangul o.

Claramente percebe-se que as coordenadas de é&rea variam linearmente no triéngulo,
assumindo o valor 1 no préprio vértice e 0 na aresta oposta, como ilustra a Figura 6.39.

1
.............................. X1=1
/\ x1 =0.75
x1 = 0.50
x1 =0.25
-/ \ Xy =0

2 3

Figura 6.39 — Variacdo linear das coordenadas de &rea.

Desta forma, a geometria de um triangulo linear, ou sgja, a geometria de um triangulo
Cujas arestas sdo retas, pode ser descrita por

X=N,X +N,x, + N,;X, (6.52)

Y =Ny + Ny, +Ngy, (6.53)
com,

N, =%;; N, =X,; N, =X, (6.54)
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Conclui-se, portanto, que as coordenadas de area sdo funcdes lineares (Figura 6.41) que
mapeiam um elemento triangular de geometria linear no dominio triangular de

coordenadas naturais (x,,x,) daFigura6.40.

Xo=1-X;

T » X1
0 1

Figura 6.40 — Parametrizagdo de um tridngulo de geometrialinear.

Figura 6.41 — Fungdo deinterpolagdo N, = X; do tridangulo linear.

Tendo em conta que a coordenada de &rea X3 depende linearmente de X; e Xp, as
derivadasde x ey em relagdo as coordenadas de &rea x; e X, S20:

X X

JR— - " = - 655

ﬂxl Xl X3 ’ ﬂxz X2 X3 ( )
v _ . Ty _

MY —y Y -y 6.56
7, Y- Vs, ™, Yo- Y3 ( )

Conseguentemente, a matriz Jacobiana da transformagdo de coordenadas e 0 seu
determinante sdo iguais &

610 6% fyuefa 6T Ty u
g, U & Uéal é a
eg=gla X iy, g=ea Ty (6.57)
el e Tygaly aTx  Tyyq
Ex, 0 &M, Tx,gefya ETx, Tx.H
det J :(Xl' X3)(Y2 - ys)' (yl' ys)(xz - Xs) =2D (6-58)
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Para a obtencéo de elementos de ordem superior faz-se uso do sistema de identificagcdo
dos nos aravés de coordenadas inteiras ( I, J, K), como ilustrado na Figura 6.42:

| +J+K=p

(0.p,0) ¥~

K=0 K=1 K=2 K=p
Figura 6.42 — |dentificagdo dos nés de um triangul o genérico de grau p através de coordenadas inteiras.

Com este sistema de numeragdo, afuncdo do né (1, J, K) de grau p € determinada por:
NP =1 (%) 13 () 1 (%) (6.59)

onde 1'(x,) € o polindmio de Lagrange de grau | referente a0 nd |. Assim, para o
elemento quadrético (Figura 6.43), afuncdo do nd 1 seria

N, =15 (x ) 15(x) 15 (x;) (6.60)
Calculando os termos acima obtém-se os polinbmios:

(Xl B O)(Xl -1/ 2) —

15(x,) = 1~ 01 12) =x,(2¢, - 1) (6.61)
19(x,)=1 (6.62)
19(x,) =1 (6.63)

Substituindo estes termos obtém-se a fungéo N;.
N, =x,(2x, - 1) (6.64)

Os gréficos do polindmios 13(x,) e 13(x,) s ilustrados na Figura 6.44 e na Figura
6.45, respectivamente.
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(0.20) (0,1.1) 0,02

Figura 6.43 — Elemento triangular quadratico.

1
1=0 =1 =2
u . - 5 |,X1
X1:O X1 =1 X1=1

Figura 6.44 — Polindmio de Lagrange 15 (X, ).

1
J=0 J=1 J=2
& > J1X2
X2=10 Xo =12 Xo=1

Figura 6.45 — Polindmio de Lagrange 19 (X,,) .

Novamente utilizando a expressdo (6.60), afuncdo do nd 4 seraigual a
N, =1 x) 1 06)15(x,) (6.65)

Calculando o termo 13(x,) (Figura 6.46) obtém-se:

- 0)
)= X0 _, 6.66
00 =g T2 (6.66)
e por analogia,
11(x,)=2x, (6.67)
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Substituindo os termos acima,

N, =4x,X, (6.68)

I, X1

v

X1:O X1 =1 X1=1

Figura 6.46 — Polindmio de Lagrange 13 (X,) .

Procedendo da mesma forma obtém-se as demais fungdes de interpolagcéo do elemento
triangular quadrético:

N, =X,(2x, - 1) (6.69)
N; =X,(2%; - 1) (6.70)
N, =4X,X, (6.71)
Ny =4X,X, (6.72)

6.4.5 Hexaedros

Os elementos hexaédricos de Lagrange de grau p sdo uma extensdo tridimensional dos
elementos quadril&eros, e suas fungdes de interpolacéo sdo obtidas através de produtos
de polindmios unidimensionais de Lagrange nas 3 diregdes x, h e z ( Figura 6.47),
resultando em elementos com (p + 1) nés,

NP (x,h,z) = 12(x)1 (N1 P (z) b (p+1)° nés (6.73)

Figura 6.47 — Parametrizagdo de elementos hexaédricos.
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Para p = 1 0 elemento resultante € o elemento hexaédrico trilinear de 8 nds, com
fungdes iguais a

N, = (05, hy ) 0+ 2,) (674)
onde,
Xo = XX;
o =hh,
0 — ZZ;

Os elementos solidos de Serendipity sdo obtidos através do mesmo processo discutido
anteriormente. Para o grau p = 2, o elemento de Serendipity tem 20 nés, todos nos
vértices e nos pontos médios das arestas, e as fungdes de interpolacdo sdo dadas por:

X. =1, h. =+1, z =+1:

N, =S[00, 1y ) 20) o +2, - 2) (6.75)

N, =%(1- x2)(L+h,)(1L+2,) (6.76)

N, :%(1- h?)+x,)(1+2,) (6.77)

x. =+1, h =41,z =0:

N, =%(1- 22)(1+x,)(1+h,) (6.78)
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6.4.6 Tetraedros

O elemento tridimensional correspondente ao tridngulo é o tetraedro. Analogamente as
coordenadas de area do tridngulo, os pardmetros usados no tetraedro sdo as coordenadas
de volume do elemento. Em coordenadas de volume, cada ponto P do tetraedro fica
determinado por suas coordenadas (X;,X,X;,X,), como mostra a Figura 6.48.
Designando por D o volume do tetraedro e por DP;x 0 volume do tetraedro formado pelo

ponto P e os vértices i, j e k do tetraedro, as coordenadas de volume sdo definidas de
modo que:

P P, P, P,
xlzﬁ; XZZ%; xszﬁ; x4:% (6.79)
verificando-se a seguinte relagéo:
X, +X, +X; +X, =1 (6.80)
1
4
2
3

Figura 6.48 — Coordenadas de volume em um tetraedro.

As fungdes de interpolacéo do tetraedro linear de 4 nés, ilustrado na Figura 6.49, séo:

N =x. (i=1..,4) (6.81)

3
Figura 6.49 — Tetraedro linear.
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Para p = 2, o tetraedro resultante tem 10 nds, como mostra a Figura 6.50, e as fungdes
de interpolacéo sdo iguais a

N, =x,(2¢x,-1) (i=1...,4) (6.82)
Ng = 4x,X, (6.83)
Ny = 4X,X, (6.84)
N, =4x,X, (6.85)
Ng = 4X,X, (6.86)
Ny =4X,X, (6.87)
N,, = 4X,X, (6.88)
1
7
4
2
8 9
3

Figura 6.50 — Tetraedro quadrético.

Como somente trés das coordenadas paramétricas sdo linearmente independentes, a
matriz Jacobiana da transformac&o de coordenadas é igual a:

efTu éemx fy Tz0efu éfx Ty fzu
&, U 60— — — Uy a— — —
a™ g‘ﬂxl x, Tx Hg‘ﬂxg g‘ﬂxl ™, Tx 3
ella_e™ Ty fzaaly. g€ Iy 2o (geg
g‘ﬂxz 3 g‘ﬂx2 x, X, Ht:e'ﬂyg’ g‘ﬂx2 x, X, 3 '
(:9 1 l;l éﬂx Iy 1z aglg éﬂx Iy 1z U

X3 H efix,  Tx; Tx;getza 8ix;  Ix; ;g4
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Paratetraedros de faces planas, a geometria € descrita por:

X=X, X +X,X, + X% +X, X, (6.90)
Y =X Y1 T X5Y, X33 T XY, (6.91)
Z2=X,2, +X,Z, +X,2, +X,Z, (6.92)

Neste caso, a matriz Jacobiana se reduz a:

§X1'X4 Yi- Y, 21'Z4l;I
J:gXZ-X4 Y- Vs Z2'243 (6.93)

-

éxs' Xo Ys- Yo Z3- Z4H

€ 0 seu determinante;

detJ = (Xl - X4)(Y2 - Y4)(23 - 24) +(X3 - X4)(Y1 - y4)(zz - 24) +
+(X2 - X4)(Y3 - y4)(21 - 24) - (Xs - X4)(Y2 - y4)(21 - 24) + (6-94)
- (Xz - X4)(y1 - y4)(23 - 24) - (Xl - X4)(Y3 - y4)(zz - 24) =6D
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6.5 Exercicios Propostos

1) Determinar as fungdes de interpolacéo do elemento bidimensional da figura abaixo:

2 6 5 1
h
I » X ® 7
3 4

2) Calcular as forcas nodais equivalentes do elemento quadrildero quadrético de
elasticidade plana:

)]
ng < o1
X

» 8

L

3) Calcular as forgas nodais equivalentes para os elementos de elasticidade plana
abaixo, considerando uma distribui¢do uniforme de forgas de volume na diregéo :
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4) Calcular o operador Jacobiano dos seguintes elementos:

2 1
y
L,x 4m
3 4
| 6m
‘4 »
I » X
3 4
6m ‘1m
]
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7 INTEGRACAO NUMERICA

7.1 Integracdo Numeérica de Gauss

A integracdo numérica é utilizada a nivel de elemento, para avaliar as integrais na
formulagéo variacional de um problema:

(‘)f (X)dw= (‘)f (x) det Jdx (7.2
we we

J - Jacobiano da transformacdo de coordenadas

A regra de integracdo numérica mais utilizada em elementos finitos é a Quadratura de
Gauss, por sua precisdo e eficiéncia computacional:

P dx=q ag(x) (7.2

N - nimero de pontos de integracdo de Gauss
X - coordenadas dos pontos de integracéo
a; - peso do i-ésimo ponto de integracdo

A quadratura de Gauss integra corretamente fungdes que podem ser representadas
exatamente por polindbmios de grau p, tal que:

p£(2n-1]) (7.3)

No caso multidimensional, a integracdo numérica é obtida através do emprego da
guadratura de Gauss em cada coordenada separadamente. Por exemplo, em duas
dimensdes:

11 1 n, non,

O Cp(x. hydxch = aeé g(x,,h)a, %dh =a Q 9x.h)aa, (7.4)

1=t =1 j=1

Q

n, - nimero de pontos na diregdo x
n, - nimero de pontos nadiregdo h

A integracdo exata via integragdo numérica € virtualmente impossivel em elementos
isoparamétricos, pois o integrando pode ser um polindmio de grau infinito. I sto acontece
em elementos com distorgbes geométricas exageradas.

De acordo com a expressao (7.2), suponha-se que a fungcdo f(x) da Figura 7.1 sgja
integrada exatamente:

N (x) dx = 3 a. f(x) (7.5)
o =4

70



Introducdo ao Método dos Elementos Finitos — Programa de Engenharia Civil,
COPPE / UFRJ — Notas de aula do Prof. Fernando L. B. Ribeiro

F(x)

HETH
1 |= $n

e
[

X=a X=X X=Db

Figura 7.1 — Quadratura de Gauss.

Para que estaintegral possa ser calculada numericamente, os n pontos de integragdo X,
€ 0s seus respectivos fatores de ponderacdo a; devem ser determinados. Considerando
os polindmios y (x) degraun-1tal que y (x;) = f(x;) pode-se escrever:

Yy =8 F(x) 1) (7.6)

i=1
Tomando o polinbmio de grau P(x), degraun tal que P(x;) =0, i=1 ..,n,
P(X) = (X- X)(X- X,)....(X - X)) (7.7

afuncdo f(x) pode ser escrita sob aforma:

¥
F) =y () +Px) g bx (7.9)
i=0
Integrando:
b\ Y 2 0 & & 0
Of (x)dx=q f(xi)(?d'i"l(x) dx7+ a bjgodP(x)de (7.9
a i=1 8&1 ﬂ i=0 a ﬂ
Comparando (7.5) e (7.9):
& 0
a, :Gd?'l(x)dxz (7.10)
& o
b
é(jP(x)dx:O, j=0,..¥ (7.11)
Portanto, para n pontos de integracdo as incognitas X, ,i=1..,n podem ser

determinadas por:
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b

é(jP(x)dx =0, j=0,..,n-1

a

Considerando as condi¢des acima, observa-se que a integracdo numérica de Gauss com
n pontos de integracdo integra exatamente um polindmio de grau 2n-1, uma vez que a

funcéo

FO)=y )+ P(X)nélb,»xj

possui grau 2n-1.

A Tabela 7.1 apresenta os pontos de integracdo de Gauss e os fatores de ponderacéo até

n=10.

j=0

Tabela 7.1 - Pontos deintegracdo de Gauss.

n * X a;
1 0.00000 00000 00000 2.00000 00000 00000
2 0.57735 02691 89626 1.00000 00000 00000
3 0.77459 66692 41483 0.55555 55555 55556
0.00000 00000 00000 0.88888 88888 88889
4 0.86113 63115 94053 0.34785 48451 37454
0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546
0.90617 98459 38664 0.23692 68850 56189
5 0.53846 93101 05683 0.47862 86704 99366
0.00000 00000 00000 0.56888 88888 88889
0.93246 95142 03152 0.17132 44923 79170
6 0.66120 93864 66265 0.36076 15730 48139
0.23861 91860 83197 0.46791 39345 72691
0.94910 79123 42759 0.12948 49661 68870
7 0.74153 11855 99394 0.27970 53914 89277
0.40584 51513 77397 0.38183 00505 05119
0.00000 00000 00000 0.41795 91836 73469
0.96028 98564 97536 0.10122 85362 90376
8 0.79666 64774 13627 0.22238 10344 53374
0.52553 24099 16329 0.31370 66458 77887
0.18343 46424 95650 0.36268 37833 78362
0.96816 02395 07626 0.08127 43883 61574
0.83603 11073 26636 0.18064 81606 94857
9 0.61337 14327 00590 0.26061 06964 02935
0.32425 34234 03809 0.31234 70770 40003
0.00000 00000 00000 0.33023 93550 01260
0.97390 65285 17172 0.06667 13443 08688
0.86506 33666 88985 0.14945 13491 50581
10 0.67940 95682 99024 0.21908 63625 15982
0.43339 53941 29247 0.26926 67193 09996
0.14887 43389 81631 0.29552 42247 14753
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Exemplo: Determinar os pontos de integragcdo e os fatores de ponderacéo paran = 2,
considerando os limitesde integragdo a=-1e b= 1.

Escrevendo o polindmio P(x) paran = 2:
P(x) = (x- x,)(X- X5)
Resolvendo o sistema de 2 equagdes e duas incognitas X, € X,:

Primeira equagéo (j = 0):
1

c‘jx- X, )(X- X,)dx=0

1 1
c‘jx- X,)(X- X,)dx = c‘sz - XX, = XX +X,X,)dX =

_ex’ X u _
—éz' 7X2 - _Xl +XX1X2Q
e U,
11 1
ST SXe T X XK F oA X X XX, =
3 2
2
=—+2xX, =0
3

1

P XXy, =- =
3

Segunda equacéo (] = 1):
c‘)((x- X, )(X- X,)dx=0

1 1
c‘)((x - X)) (X - X,)dx = c‘jx3 - X%X, = X X7+ XXX, ) dX =
-1 -1

gj 3 2 3 1 1 28_1
1 1 1 1 11 1 1 _
—Z-éxz-—xl+§xlx2 4-§x2 Exl- 2x1x2
2 2
:-§x2-5x1=0
p X, +X, =0
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Solucéo do sistema de equagdes:
w=- L. =1
N BN £
Fatores de ponderacéo:
1 1 1
\ \(X'Xz) \\/§ 1
a, = ldx=qidx:0——-xdx:
' 91 1 Xl'Xz) _12(\/§ )
. \1
é u
O N B S TR S
&2 4 g, 2 4 2 4

=

7.2 Regrasdelntegracdo para Triangulos e Tetraedros

Em um triéngulo qualquer, a integral de uma func¢éo das coordenadas de &rea pode ser
efetuada no dominio de coordenadas paramétricas (Figura 7.2), de acordo com a
expressao:

1 1-x
c‘)f(xl,xz,xg)dW: C\) c‘)f(xl,xz,l- X, - X,)detJdx,dx, (7.13)

w x;=0 x,=0

Para aintegracdo numérica pode-se utilizar a férmula:
A 19
Of (X, X,,X5) dW= Ea (detJ), f, a, (7.14)
WY, i=1

A Tabela 7.2 apresenta os pontos de integragdo e 0s pesos para a regra de integracéo
acima.
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Xo=1-X;

0 .

Figura 7.2 - Parametrizacdo de tridngul os.

Tabela 7.2 — Pontos de integracéo &; e pesosa paratridngulos: n = nimero de pontos de integragéo; p =

grau de precisdo; m = multiplicidade (permutactes).

n P X1 X2 X3 a m
1 | 1| 0.333333333333333 | 0.33333 33333 33333 | 0.33333 3333333333 | 1.00000 00000 00000 1
3 | 2 | 0.50000 00000 00000 | 0.50000 00000 00000 | 0.00000 00000 00000 | 0.33333 33333 33333 3
3 | 2 | 0.66666 66666 66667 | 0.16666 66666 66667 | 0.16666 66666 66667 | 0.33333 33333 33333 3
4|3 0.33333 33333 33333 | 0.33333 33333 33333 | 0.33333 33333 33333 | -0.56250 00000 00000 | 1
0.60000 00000 00000 | 0.20000 00000 00000 | 0.20000 00000 00000 | 0.52083 33333 33333 3
6 | a 0.81684 75729 80459 | 0.09157 62135 09771 | 0.09157 6213509771 | 0.10995 17436 55322 3
0.10810 30181 68070 | 0.44594 84909 15965 | 0.44594 94909 15965 | 0.22338 15896 78011 3
0.33333 33333 33333 | 0.33333 33333 33333 | 0.33333 33333 33333 | 0.22503 00003 00000 1
7 | 5| 0.79742 69853 53087 | 0.10128 65073 23456 | 0.10128 65073 23456 | 0.12593 91805 44827 3
0.47014 20641 05115 | 0.47014 20641 05115 | 0.05971 58717 89770 0.13239 41527 88506 3
9 |5 0.12494 95032 33232 | 0.43752 52483 83384 | 0.43752 52483 83384 | 0.20595 05047 60887 3
0.79711 26518 60071 | 0.16540 99273 89841 | 0.03747 74207 50088 | 0.06369 14142 86223 6
0.87382 19710 16996 | 0.06308 90144 91502 | 0.06308 90144 91502 | 0.05084 49063 70207 3
12 | 6 | 0.50142 65096 58179 | 0.24928 67451 70910 | 0.24928 67451 70911 | 0.11678 62757 26379 3
0.63650 24991 21399 | 0.31035 24510 33785 | 0.05314 50498 44816 | 0.08285 10756 18374 6

O procedimento paratetraedros € andlogo. A integral de uma funcéo das coordenadas de

volume é dada por:

O (1, Xz, X3, X,) AW=
w

1 1% 1-%x-X%,

Para aintegracdo numérica utiliza-se a formula:

A Tabela 7.3 apresenta 0s pontos de integragdo e 0S pesos correspondentes para a

\
Of(xl,xz,x3,x
W

i=1

integracdo numérica em tetraedros.

Jaw=1§ (@), 1,2,
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Tabela 7.3 — Pontos de integracéo &; e pesosa paratetraedros: n = nlimero de pontos de integracéo; p =
grau de precisdo; m = multiplicidade (permutactes).

X1 X2 X3 X4 a m
1/4 1/4 1/4 1/4 1 1
0.58541020 0.13819660 0.13819660 0.13819660 1/4 4
1/4 1/4 1/4 1/4 -4/5 1
1/3 1/6 1/6 1/6 9/20 4
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8 ESTIMATIVASDE ERRO
8.1 Egimativasde Erro GlobaiselL ocais

Define-se 0 erro associado a uma aproximagdo como sendo a funcdo que mede a
diferenca entre a solucéo exata e a solucao aproximada:

e=u-da (8.1)

Normalmente, utiliza-se a norma de energia para a afericdo da magnitude do erro. Em
problemas de elasticidade, a norma de energia do erro é dada pela expresséo:

lef = (yze) D(ze)aw (8.2)

Outra norma freqlientemente utilizada € a norma de L:

lef} = Cpedw (8.3
W
Desenvolvendo a expressdo do erro medido na norma de energia obtém-se:

lefs = ¢(£(u-0)D(<(u-0))dw=

_ - $106- Haw=g- 60" o- SJaw

w

(8.4)

Como pode-se observar nesta expressao, o0 erro pode ser escrito em funcdo da diferenca
entre 0os campos de tensdo exato e aproximado. Conseglientemente, um campo de

tensdes 6 melhorado de alguma forma conduz a uma estimativa do erro:

|gZ =¢fo" - 6)D (0" - G)aw (8.5)

w

Uma maneira eficiente de se obter o campo detensbes 6° consiste em suavizar o campo
de tensdes 6 obtido no método dos elementos finitos, tornando-o continuo. Isto pode ser
feito interpolando valores nodais médios 6, das tensdes:

o :én_ N, (8.6)

i=1

77



Introducdo ao Método dos Elementos Finitos — Programa de Engenharia Civil,
COPPE / UFRJ — Notas de aula do Prof. Fernando L. B. Ribeiro

Tensdes do MEF

@---mmmm e - -

Figura 8.1

A integral em (8.5) pode ser avaliada a nivel de elemento, resultando em estimativas
locais de erro:

numel

~ o] ~
lele=a l&] (8.7)
i=1
l&]t = o - 6fD (0" - 6)aw (8.8)
W,

Define-se entdo o erro médio dos elementos com sendo igual a:

o - Il 9

~ numel

O erro médio é um parémetro importante em métodos adaptativos. Para um determinado
nimero de equagdes, a malha ideal (malha 6tima) € aquela com uma distribuicdo de
erros por elemento mais uniforme possivel. Para chegar a esta malha 6tima pode-se
adotar a seguinte estratégia de refinamento: aé que seja alcancado um nivel de erro pré-
especificado, sdo refinados os elementos com um erro maior que o erro medio.

A magnitude do erro medido na norma de energia depende das unidades utilizadas.
Portanto, deve-se preferencialmente usar o erro relativo h:

ullc

Se a solucdo exata é desconhecida, o erro relativo pode ser estimado por:

2 (8.11)
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A norma de energia da solugdo aproximada € igual a:

|d]; = §£ 6)D(Z d)dw=U'KU (8.12)
W

8.2 Taxasde Convergéncia

Uma aproximacdo do MEF (atendendo aos critérios de convergéncia) converge para a
solucdo exata, na norma de energia, quando o tamanho h dos elementos tende a zero
e/ou o grau p dos polindmios utilizados tende a infinito, ou sgja,

|e|. £Ch™p (8.13)
C — constante que independe de h e p.
m- min(p, | ).
| - real positivo que mede a intensidade das singularidades.
Fixando o grau dos polinbmios (p = constante) a expressao acima reduz-se a:
€] £ch” (8.14)

onde mé ataxa de convergéncia h.

Em duas dimensdes, 0 nimero de equacbes pode ser estimado em funcdo de um
tamanho caracteristico dos elementos e do grau p:

p?
neq » = (8.15)

Com arelacdo acima, o limite superior do erro em funcdo do nimero de equagdes passa
aser:

||| £Cneq ™ (8.16)

ou equivalentemente,

log| ef, £ logC - %Iog neq (8.17)

A igualdade desta expressdo representa uma reta com coeficiente angular igual a
- /2, conforme a figura abaixo:
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log e||E

A

N3

* log neq

Figura 8.2 — Taxa de convergéncia
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9 EXEMPLOSNUMERICOS

9.1 Estado Plano de Deformagéao

O exemplo de estado plano de deformagdo (Figura 9.1) apresentado a seguir ilustra a
importancia do papel desempenhado pela adaptatividade no método dos elementos
finitos. Duas malhas foram utilizadas: uma uniforme (Figura 9.2a) e uma outra adaptada
(Figura 9.2b), concentrando elementos nas regides onde ocorrem 0os maiores erros (onde
ocorrem as maiores variagoes nas tensdes). A Tabela 9.1 apresenta os resultados obtidos
comparando as normas de energia da solu¢cdo numérica com a solugdo exata. Nota-se
gue com um nimero menor de equactes, a malha adaptada chega a um resultado mais

préximo da solugéo exata | u|_ =1.379745. O erro exato foi calculado de acordo com a
expressao:

R /2
lel =(Jul - a2} ©.)

Pode-se mostrar que arelagcdo acima é vélida somente para problemas auto-adjuntos.

<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<

E=10 ul_ =1.379745
E-10 1 Jule

AW

Figura9.1
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() Maha Uniforme (b) Malha Adaptada
Figura 9.2

Malha | numel | neq | o [&le | e | Jefe | hC6)
2048 | 2112 | 1.37459580 | 0.098939132 | 7.2 | 0.1191 | 8.63
0.074322133 | 5.4 | 0.0778 | 5.64

Uniforme
Adaptada | 1473 | 1506 | 1.37754767

Tabela9.1

-6.430100
-4 463963
-2.497325
-0.5316383
1434450
3400587
5366724
T.332862
9.299000

Figura9.3- Tensdes S | .
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-1.743700
-1.1441500
-0.539300
0.062300
0665100
1.267300
1.869500

[ [

3.073900

W

_

Figura9.4- Tensdes S .

-2.830200
: -2.563125
podir o -2.196049
ﬁg’;‘%&sﬂt‘}?&g’a?n -1.828973
Agﬁ F&%‘%‘%A%E#"gﬂv ~1a81898
B At vy o AV S 1.084822
A'e:# i%ik""‘ CAR -0.727747
‘P,‘§ 4" ' 0360671
%‘qﬂ k7 0.006404
vy
¥y

LT
e
ae

Figura9.5- Tensdest , .
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9.2 Elagticidade Tridimensional

Este exemplo apresenta a andlise de uma estrutura sélida em forma de paralelepipedo
apoiada na base, situada no plano x-y (z = 0) e submetida a um carregamento uniforme
no sentido vertical aplicado na face superior (z = 1), como mostra a Figura 9.6. Para
uma mesma malha uniforme de 64 elementos hexaédricos de 8 nos (Figura 9.7), duas
situacbes foram consideradas. (@) deslocamentos horizontais livres na base e (b)
deslocamentos horizontais restringidos. A situagdo (a) da origem a um campo linear de
deslocamentos e, conseqliientemente, a um campo constante de tensdes (Figura 9.8 a
Figura 9.13). A solugcdo numérica é exata, uma vez que as funcdes de interpolacdo dos
elementos utilizados sdo trilineares. Na situagdo (b) os deslocamentos sdo de ordem
superior, e a solucéo de elementos finitos € apenas aproximada (Figura 9.14 a Figura
9.25).

q=(0, 0, -16)

E=10
res | R
1
V4
y 1
1
X
Figura 9.6
I
\\ /
S| //
] T~ —
]
\ //f Q %
™ T —
] &
] //
T~

Figura 9.7 — Malha de hexaedros.
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-2.400000
-1.800000
-1.200000
-0.600000
0.000000
0.600000
1.200000
1.800000
2.400000

L.

Figura 9.8 — Ded ocamentos na diregdo x.

-2.400000
-1.800000
-1.200000
-0.600000
0.000000
0.e00000
1.200000
1.800000
2400000

L.

Figura 9.9 — Dedocamentos na diregdo y.

-16.000000
-14.000000
-12.000000
-10.000000
-3.000000
-5.000000
-4.000000
-2.000000
0.000000

L.

Figura 9.10 — Dedlocamentos na direcdo z.
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-16.000000
-16.000000
-16.000000
-16.000000
-16.000000
-16.000000
-16.000000
-16.000000
-16.000000

L.

]
\\
™

A
[ ] ]/
[ [ ]/
A
(A

(R

(RN

T

Figura9.11 - TensBes principais S ; .

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000

L.
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Figura 9.12 - Tensdes principais S , .

0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
0.000000
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0.000000
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Figura 9.13 - Tensdes principais S ;.
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-2470300
-1.852725
-1.235150
-0.617575
0.000000
0.617575
1.235130
1.852725
2470300

L.

Figura 9.14 — Deslocamentos na diregéo x.

-2.470300
-1.852725
-1.235150
-0.617575
0.000000
0.6173575
1.235150
1.852725
2470300

L.

Figura 9.15 — Dedocamentos nadirecdo y.

-15473000
-13.543250
-11.808500
-9.673750
-7.739000
-5.804250
-3.869500
-1.934750
0.000000

.

Figura 9.16 — Ded ocamentos na direcdo z.
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-9.671400
-5.423260
-7.175120
-5.928960
-4 6785840
-3.430700
-2.182560
-0.934420
0.313720

L.

Figura9.17 - Tenses S ,, .

-9.671400
-5.423280
-7.175120
-5.926930
-4.878840
-3.430700
-2.182580
-0.934420
0.313720

Figura9.18- Tensdes S , .

-22.566999
-21.575375
-20.583730
-19.592125
-18.600500
-17.608875
-16.817230
-15.825625
-14.634000

Figura9.19 - Tensdes S, .
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-0177770
-0.133327
-0.088885
-0.044443
0.000000

0.044443
0.085555

- 0.133327
0A7TTI0

z

.

4
[

Figura9.20- Tensdes t .

0.809275

1.818550
2427825
3237100

-3.237100

-2.4278235

-1.818550

-0.809275

0.000000
L

z

.

Figura9.21-Tensdes t .

-3.237100
-2427825
-1.618550
-0.808275
0.000000
0.809275
1.6185350
2427825
3.237100

z

.

Figura9.22-TensBes t .

89



I ntroducéo ao Método dos Elementos Finitos — Programa de Engenharia Civil,
COPPE / UFRJ — Notas de aula do Prof. Fernando L. B. Ribeiro

-23.944000
-22.780375
-21.616751
-20453125
-19.289501
-158.125875
-16.962250
-15.798625
-14.635000

L.

Figura 9.23 — TensGes principais S ; .

-9.671400
-8421740
-7.172080
-5.922420
-4 6727680
-3423100
-2.173440
-0.923780
0.325380

.

Figura 9.24 - Tensdes principais S , .

-B.293600
-7.211408
-6.129215
-5.047022
-3.964830
-2.682638
-1.800445
-0.718252
0.363940

.

Figura 9.25 - TensOes principais S ;.
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9.3 Problemade Potencial

A Figura 9.26 ilustra um problema de potencial em um dominio quadrado, com fontes
pontuais prescritas nos cantos superior direito e inferior esquerdo e potencial prescrito
nos cantos superior esguerdo e inferior direito. O fluxo normal no contorno € igual a
zero e o coeficiente de difusdo k é igual a 100. Os resultados para a malha da Figura
9.27, em termos de potencial e de fluxos, sdo ilustrados na Figura 9.28 e na Figura 9.29.

N %

Q=-50

g.n=0 em G, k = 100 1000

/ 1000 \

Q=50 f=0

Figura 9.26 — Problema de potencial.

Figura 9.27 — Maha de elementos triangulares lineares.
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-1.311300
-0.983475
-0.655650
-0.327825
0.000000
0.327825
0.655650
0.9834735
1.311300

L

Figura 9.28 — Solugéo f .

Figura9.29—Fluxo g = - kNf (médianodal).
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