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Il - O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A partir de agora o método de elementos finitos sera apresentado formalmente. Isto
porque, todos 0s mais importantes assuntos que se relacionam com o método j& foram
abordados. A seguir serdo descritos, em linhas gerais, a formulacdo e seus aspectos
particulares, e nos capitulos seguintes, os principais elementos com suas formula¢des serédo

discutidos.

2.1 INTRODUCAO

O método de elementos finitos € uma ferramenta numérico-computacional utilizada para
a solucédo aproximada de equacdes diferenciais. Sendo assim, verifica-se que 0 mesmo pode
ser aplicado a quase todas as areas da engenharia. Além da &rea de estruturas (de onde o
método originou-se) pode-se aplica-lo em transferéncia de calor, escoamento de fluidos,
lubrificacdo, campos elétricos e magnéticos, e muitos outros. Para proposta deste curso, o
interesse maior sera a andlise de estruturas e meios continuos.

Até quatro décadas atras, a solucdo de problemas tido hoje como simples, demandava
malabarismos de calculos e aproximacfes grosseiras. A simplicidade em resolvé-los hoje é
creditada a potencialidade dos métodos numéricos, tais como elementos finitos, volumes
finitos, elementos de contorno e diferencas finitas, juntamente com o0 crescente
desenvolvimento dos equipamentos e sistemas computacionais.

A Figura 2.1-1 mostra uma barra de secdo circular ndo prismatica com um
carregamento axial na sua extremidade, em que, por simplicidade, procedeu-se sua
substituicdo por uma barra prismatica por partes. Esse tipo de idealizacao, configura-se em um
dos conceitos basicos do método de elementos finitos que € a discretizagdo. Ou seja, a
substituicdo do sistema original por outro, mais simples na sua forma, por partes. Para esse
exemplo, o deslocamento da extremidade final € obtida calculando-se, para cada elemento
prismatico do modelo simplificado, o alongamento &, somando-se a contribuicdo de cada um e

obtendo-se o deslocamento total na extremidade da barra.

P
e:K% (2.1-1)
5= 8+ &+, (2.1-2)

A discretizacao do dominio da estrutura permite descrever de forma mais simplificada o

seu comportamento. Ela pode ser feita subdividindo o dominio em formas diferentes de
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elementos. Isso vai depender, além do tipo de andlise e da precisdo desejada, se o problema é
unidimensional (com em trelicas ou vigas), bidimensional (elasticidade plana, placas ou cascas)

ou tridimensional. Alguns tipos e formas de elementos sdo mostrados em Figura 2.1-2.
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Figura 2.1-1 - Barra discretizada em elementos prisméaticos.

De uma forma geral, 0 método dos elementos finitos consiste em modelar a estrutura
como uma montagem de pequenas partes, as quais sdo chamadas de elementos, onde a
conexao dessas pequenas partes € feita ndo mais em uma area ou linha, mais em pontos
discretos os quais chamam-se nos (ver Figura 2.1-3). As cargas distribuidas sdo agora
aplicadas, de forma consistente, nos nés. Ou seja, calcula-se o valor da carga aplicada que ir&
atuar em cada de forma a produzir a mesma energia do sistema original. Com essa nova
modelagem analisa-se a estrutura de forma local em cada elemento, somando-se em seguida
a contribuicdo das partes para restaurar o sistema completo. Como os diversos elementos da
estrutura apenas iteragem nos nos, supde-se que as cargas e deslocamentos atuantes nesses
nds sao 0s responsaveis pelo estado de tensdo ou deformacéo do elemento e por conseguinte
da estrutura. Com esse raciocinio, verifica-se que ndo mais necessita-se saber o
comportamento da estrutura ponto a ponto, como é o resultado da solugdo analitica de uma

equacao diferencial. Basta que os valores das variaveis nodais dos elementos sejam
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conhecidos de alguma forma. O problema reduz-se de um de infinitos graus de liberdade para
um de finitos graus de liberdade. A questdo é: como relacionar estes valores nodais de
diferentes elementos com o que ocorre dentro dele? E como isso se relaciona com o todo? A
resposta estd na aplicacdo dos métodos utilizados na secdo anterior, s6 que de forma

localizada e ndo mais global. E para facilitar a implementacdo computacional e dar um carater
mais fisico a formulacéo, o ideal seria utilizar os parametro @; das fungdes aproximagédo como

sendo os valores nodais das variaveis interpoladas. Isso facilitaria a implementacéo, pois,
como sera visto mais a frente, € necessario garantir a compatibilidade entre os elementos nos
nés. Para tal € necessario relacionar os parametros entre os elementos que compartilham um
nd. Isso dificulta muito a automagdo computacional. Com os parametros sendo os valores
nodais das variaveis interpoladas, além de evitar tal problema, facilita-se o entendimento da
formulacdo e analise de seus resultados, pois, as variaveis interpoladas séo entidades fisicas.

O formato final do método é uma equacéo de equilibrio dada por

[KKU} ={R}, (2.1-3)

onde [K] € a matriz de rigidez do problema estrutural. Esta matriz representa as propriedades

fisicas discretizadas da estrutura. Ela é simétrica e positiva definida, o que facilita

enormemente sua manipulacéo;
{U} é o vetor que contém os valores nodais dos deslocamentos utilizados como
parametros;
{R} é o vetor que contém as cargas atuantes em cada né do modelo estrutural

discretizado.

— —

Figura 2.1-2 - Tipos de elementos
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Figura 2.1-3 - Discretizacdo de uma estrutura em elementos plano.

Os passos que constituem, em ultima analise, o proprio método dos elementos finitos

podem ser assim resumidos:

a) Dividir a estrutura ou meio continuo em elementos finitos;

b) Formular as propriedades de cada elemento. Em andlise estrutural, isto significa
determinar as cargas nodais associadas com todos os estados de deformacdes que séo
permitidos;

¢) Montar os elementos para obter o modelo de elementos finitos da estrutura,

d) Aplicar as cargas conhecidas: forcas e momentos nodais em analise de tenséo;

e) Aplicar as condicdes de contorno da estrutura. Ou seja, restringir impor os valores de
deslocamentos conhecidos em cada no;

f) Resolver o sistema de equacdes algébricas derivadas da condi¢éo de equilibrio;

g) Em andlise de tensdao, calcular as deformacdes e tensées nos nds e no interior do
elemento se necessario;

h) Avaliagc&o dos resultados encontrados.
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Figura 2.2-1 Configuracao inicial e final de um corpo carregado.

2.2 PRINCIPIO DA ENERGIA POTENCIAL ESTACIONARIA

Nesta secdo serd abordada a metodologia de se encontrar a configuragdo de um
sistema estrutural, ndo dependente do tempo, através da utilizacdo do funcional energia
potencial total.

O conceito inicial a ser apresentado diz respeito a um sistema (a estrutura fisica e as
cargas aplicadas a ela) em que, através de um conjunto de forcas em equilibrio estatico, muda
de uma configuracao inicial C, (posicdes iniciais de todas as particulas ou graus de liberdade
da estrutura) para uma configuracdo final C4 (posicfes finais ou deformadas de todas as
particulas ou graus de liberdade da estrutura) como indicado na Figura 2.2-1. Esses sistemas
sdo chamados de conservativos se o trabalho feito pelas forcas internas e externas, cada um,

seja independente do caminho adotado entre a configuragdo inicial e final (ver Figura 2.2-2).
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Figura 2.2-2 - Configuracao deformada de um sistema elastico.
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Considerando um sistema conservativo dado por uma estrutura elastica submetida a um
carregamento quasi-estatico, o trabalho feito pelas cargas externas é igual em magnitude a
mudanca de energia de deformagédo armazenada no corpo. Da primeira lei da termodinamica,

tem-se para qualquer configuracéo,

W+ Q=E +Eg, (2.2-1)

onde W é o trabalho das cargas externas aplicadas a estrutura;
Q é a quantidade de calor fornecida ao sistema;
E, é a energia interna do sistema;

Ec é a energia cinética do sistema.

Desprezando-se as transformacdes de energia de calor e considerando-se velocidade

do carregamento quase nula, obtém-se a seguinte expressao:
W=E, (2.2-2)

Considerando-se a Figura 2.2-2, verifica-se que o trabalho externo da forca é dado por

1 1
5 PD , enquanto a energia interna de deformagéo acumulada é EkDZ. Igualando-se os dois

P : :
valores, obtém-se D = ra Para esse caso, que possui apenas um grau de liberdade a ser

encontrado, é suficiente apenas uma equacao para obté-lo. No caso de se ter mais do que um
grau de liberdade, esse método ja ndo € mais viavel. Se for observado com cuidado, pode-se

escrever que

o

Ei .
P=gp=kD . D=

P
X (2.2-3)
A relacdo acima que fornece o mesmo resultado que o balanco de energia é o primeiro

teorema de Castigliano. De outra forma, pode-se chegar ao mesmo resultado através do
“Principio da Energia Potencial Estacionaria”. A energia potencial total //, como antes definida,

€ o trabalho total realizado para deslocar a estrutura, com todas as forcas atuantes, de sua
configuracao deformada para a configuracao inicial. Em outras palavras, pode-se dizer que é o
trabalho realizado por todas as forcas atuantes na estrutura quando a mesma é deslocada de

sua configuracéo final para a inicial. Sendo assim, pode-se escrevé-la da seguinte forma:
34
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I=U+V (2.2-4)

onde U = E, é a energia deformacéo elastica da estrutura, e

V é a energia potencial das cargas externas com sinal negativo.

Uma configuracdo admissivel é qualquer configuracdo que satisfaz a compatibilidade
interna e condicdes de contorno essenciais (ou cinematicas). A Figura 2.2-3 mostra
configuracdes admissiveis (A e B) e ndo admissiveis (C e D). Uma configuracdo admissivel

nao necessita satisfazer as condi¢cbes de contorno naturais.
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Figura 2.2-3 - Configuragfes admissiveis e ndo admissiveis.

Um sistema mecénico conservativo possui uma energia potencial. Ou seja, a energia do
sistema € independe da trajetéria. A energia potencial tem um principio que gera a
configuracdo de equilibrio de um sistema mecanico. Este principio é obtido com a

estacionaridade do funcional energia potencial. O mesmo é anunciado abaixo (Cook, 1988).

Principio da Energia Potencial Estacionaria

Entre todas as configurac6es admissiveis de um sistema conservativo, aquela que
satisfaz as equacdes de equilibrio torna a energia potencial estacionaria com respeito

a pequenas variagdes admissiveis de deslocamento.

Este principio é aplicavel independentemente da relagéo carga versus deformacao ser

linear ou ndo. Se a condicao de estacionaridade € um minimo, o equilibrio é estavel.
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Exemplo 2. Aplicar o principio da energia potencial estacionaria a estrutura abaixo e calcular

seu deslocamento D.

D
k k
AN I
/Yy " X 7 VAVAVLY > y
L »| — L+
Figura 2.2-4 - Mola com carregamento na extremidade.
Solucgéo:
A energia potencial total do sistema € dado por
7I=u+V (2.2-5)
onde U é a energia de deformacdo armazenada na mola, dada por
1.
U= P kD (2.2-6)

e V é a energia potencial das cargas externas, e representa a energia necessaria para fazer retornar a carga

a posicdo inicial, ou seja
V=-PD (2.2-7)

A Energia Potencial é

1
HszDZ— PD (2.2-8)

Aplicando principio da estacionaridade (ver Apéndice B),

ST = 8_H§D =0- (2.2-9)
oD

Como a variacdo sobre o campo deslocamento é arbitraria, tem-se como condicdo de

estacionaridade
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o _ g (2.2-10)
oD

Substituindo-se a energia potencial na equagdo acima tem-se
P
K

KDeg-P =0 = D,, = (2.2-11)

onde D¢ € 0 deslocamento para a configuragdo de equilibrio.

Pode-se observar que a Equacao 2.2-9 é o préprio principio dos trabalhos virtuais. Uma

demonstracao grafica do método é visto em Figura 2.2-5.

Potencial

energia

D
deslocamento

\ Derivada = 0 {ponto de minimo)
Q=-PD

- D'E g1

(minimao)

Figura 2.2-5 - Gréfico da variacao da energia potencial com o deslocamento.

Para os problemas com varios graus de liberdade, ou seja, dependente de uma colecéo

de deslocamentos {D} = {D; , D5 ,..., Dy}, 0 principio estacionario sera dado por:

1= I D, D, ..., Dn) (2.2-12)
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anzzé—HaDi S SNCLU i=1, 2, .

= = N (2.2-13)
i=1 i

Exemplo 3. Encontrar os deslocamentos nos pontos 1, 2 e 3 de uma estrutura como indicado
na Figura 2.2-6.

k4 r k2 ’_‘ !
’—/x/x/x/xf AN, AAN—

P4 P2 Pa

Figura 2.2-6 - Sistema com multiplas rigidezes.
Solucéo:
A energia de deformacao elastica total é
1 1

U :%k1D21+Ek2(D2—D1)2+Ek3(D3—D2)2 (2.2-14)

(D, - D,) : deslocamento da mola Kk, apenas

A energia potencial das cargas é dado por

V:'PlDl'Png'Png

(2.2-15)
Aplicando a condi¢do da Equacdo 2.2-13, obtém-se

al

D, 7Y

ﬂ =0 2.2-16
D, " (2.2-16)
Al
D, "
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Logo,

ki D1 -k; (D2-D1)-P1=0
k2 (Dg - Dl) - k3 (D3 - Dz) - P2 =0. (22'17)
k3 (D3-Dz)-P3=0

Na forma matricial tem-se

[KI{D} = {R} ,ou seja,

k+k, -k, 07|D11 Jpll
Kk, k+k, —k ND,r=1P,, (2.2-18)

|r
L 0 -k, k3 LD, [P?,J

onde [K] , é a matriz de rigidez do problema. Pode-se observar que a mesma é simétrica. 1sso sempre
ocorre para problemas lineares da mecénica estrutural. Cada coluna, representa o conjunto de forgas que
aparecem nas molas quando se aplica um deslocamento unitario no grau de liberdade referente a coluna,
mantendo os outros nulos;

{D} é o vetor que contém os graus de liberdade de deslocamentos nodais a serem determinados;

{R} é o vetor for¢a do problema que contém as cargas aplicadas em cada no.
Resolvendo o sistema de equacges algébricas, obtém-se os deslocamentos D, , D, e Da.

Com a ajuda dos exemplos anteriores, pode-se fazer algumas observa¢des importantes

de caréater geral:
1. Um sistema cuja relacao carga versus deslocamentos seja linear possuira uma matriz de
rigidez simétrica; onde K; = Kj .Isso acontece porque cada par de coeficientes simétricos

fora da diagonal principal, origina-se de um unico termo K;DD; da expresséo da energia

2 2
potencial /7. Logo, K = 0%1; =Ky = 0%1_[1) !
i~ 5

2. Se D; é um deslocamento nodal (ou rotacdo nodal), a equacéo oIl _ 0 € uma equacao de
oD,
equilibrio nodal, pois, imp6e que a somatéria das forcas na direcdo do deslocamento D; seja
nula;
3. Aindeterminancia estéatica ndo altera o procedimento ou torna o problema mais complicado;

4. A energia potencial da estrutura pode ser escrita na forma
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I7=U+V onde U = %{D}T[K]{D} e V = - {D}{R}. (2.2-19)

Se U for nulo, entdo {D} = {0} ou {D} expressa um movimento de corpo rigido. Se a

estrutura € estavel e € suportada de tal forma a impedir o movimento de corpo rigido, entdo
U= %{D}T[K]{D} > 0 para qualquer valor de {D} diferente de zero. Quando isto acontece diz-

se que [K] é positiva definida.

A energia potencial pode ser utilizada para a formulacdo da matriz de rigidez e vetor
carga dos elementos de uma estrutura, o que sera visto em breve. Para finalizar esta secao
serd apresentada a expressdo da energia potencial para o caso mais genérico, a partir do qual
pode-se deduzir os casos particulares.

Considerando um corpo elastico linear submetido a um carregamento conservativo,

pode-se expressar a energia potencial de forma genérica da seguinte forma:

11 =J (e} IENe) - o)l + () o))

—J{U}T{F}dQ—J.{u}T{q)}dF_{D}T{P} ’ (2.2-20)

onde Q representa o dominio e /"0 contorno do corpo. As duas Ultimas integrais juntamente
com o Ultimo termo representam os potenciais das forcas de corpo, forcas distribuidas e forcas
concentradas respectivamente. A primeira integral representa a energia de deformacao por
unidade de volume, e possui trés termos que sao a energia de deformacéo interna devido as
cargas, uma parcela devido a deformacéo inicial e uma devido a tenséo inicial. Pode-se deduzir
tal termo considerando inicialmente um cubo unitario, como na Figura 2.2-7, onde atua sobre
ele as tensbes e forca de corpo. As tensBes que agem sobre as faces do cubo realizam
trabalho quando o mesmo é deslocado para a configuragdo inicial. Para um incremento de

deformacéo, e desprezando-se termos de ordem superior, esse trabalho é dado por

dUp = oy dg +oydg + 0, dg, + 1y dpsy + 7, A3, + 7 A (2.2-21)
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Figura 2.2-7 - Cubo de tensdes em corpo em equilibrio.

0

Da expressao acima, conclui-se que =0,, € assim por diante para cada

X !

os,

componente. Escrevendo-se todas as derivadas na forma matricial obtém-se

ou ouU
“r={o} ou > r=[Efe}-[Efie t+ {0} (2.2-22)
o€ oe

As integrais que possuem as forgas de corpo {F} e distribuidas { @} representam a
energia potencial total das cargas aplicadas, ou seja, o trabalho realizado por essas forcas
quando leva-se o corpo da posicdo deformada para a posicdo inicial. O vetor {u}’ = [u v w]

representa os deslocamentos nas dire¢cdes X, Y e Z de cada particula. E por ultimo, tem-se o
produto das cargas nodais externas com o deslocamento no ponto de aplicagdo, resultando a

energia potencial das mesmas.
Um caso particular do desenvolvimento acima é a viga da Figura 2.2-8. A expresséo de

sua energia potencial pode ser derivada sabendo-se que

d
dx?’

dw

al
u= _ZW e & = - -2 (2.2-23)
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tem-se
1 1 d’w 1_ d*w
U= _[? E&‘XZdQ = H§ E(_ZW)J dzdx = J‘i El de. (2.2-24)
Logo,
1_ d’w
1= j} El de— jwq dx—{w} {F}-{6} {M} (2.2-25)
0 0
Zw q
N T T “N X,u
- -
4 Ma
- L -
Figura 2.2-8 - Viga com carregamento distribuido e concentrado.
onde os vetores nodais {W}" = [w; W, _] e {B7 =6, & ....] referem-se aos pontos de

aplicacdo cargas.

2.3 METODO VARIACIONAL LOCALIZADO

Nessa se¢do abordar-se-4 o que sera a formulagdo do método dos elementos finitos
propriamente dito. Para isso sera utilizado um exemplo simples de barra com carregamento
axial, como indicado na Figura 2.3-1. Ser4 abordado primeiro o caso global e depois o
discretizado. O método de Rayleigh-Ritz juntamente com o funcional de energia potencial total

serd utilizado para gerar a configuracao de equilibrio.

I =0,
A
/] 4/';/__ »r 0
— —®—> —

Figura 2.3-1 - Barra axialmente carregada.
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Aplicando o método de Rayleigh-Ritz o problema seré resolvido inicialmente de forma

global. Ou seja, interpolacdo sera feita sobre o campo deslocamento em todo dominio.

Considerando-se a fungéo aproximacéo do tipo

W(x)=u, = Z¢ 8= dat dagt.ida,

onde, inicialmente

onde

u, =xa+x’a,.

A energia potencial total do problema é dado por

1
M= ]5 EAg? dx —}qu dx — oy Au, .
0 0

du
& T dx
- 1 0
Usu, =Xa,+X a,.
Como a solucao deve satisfazer as condi¢cbes de contorno essenciais,

u(0)=0 =a,=0. u, = x'a,.

Substituindo as equacdes na energia potencial obtém-se

1
1= T§EAafdx—jq0X (xa,)dx—oyAu,

0 0

l 2 l 3
= 5 AELa? 50, %8, - oA (Lay)

Variando o funcional e aplicando a condicdo de minimo, tem-se que

ol = (AELal—%qoLg ~0,AL)%a, =0

(2.3-1)

(2.3-2)

(2.3-3)

(2.3-4)

(2.3-5)

(2.3-6)

(2.3-7)

(2.3-8)
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1 1q,l° o
AELa, —30,L>—c,AL)=0 a == -2 2.3-9

( & —30L — 0o ) = 3AE | E ( )

Com isso,
19,.* o

uzu,=(3 AE T EX (2.3-10)
O campo de tensao € dada por,

o, = Eg,, (2.3-11)

u
sendo &, = dx = & temos
1q,°
o, =Ea = 0, =3~ A % (2.3-12)

Ou seja, o campo de tensdo é constante. Comparando esses resultados com a solugdo exata
da Resisténcia dos Materiais (ver Figura 2.3-2) verifica-se que esse resultado é muito

insatisfatério. Para melhora-lo, sera usado uma func¢ao aproximacéo melhor, dada por
) 1 0
U, = X“a, + X'a,+ X a,. (2.3-13)
Aplicando a condicao de contorno essencial, e desenvolvendo o funcional obtém-se,

& =2Xa, +a, (2.3-14)

1
= J} EA(2xa, +a,)* dx —} 0oX (X%a, + x a,) dx — o, A(La, + La,) (2.3-15)

0 0

Para a condicéo de estacionaridade

éH:a—H5a1+a—H5a2 =0:>8—H=O,8—H=O. (2.3-16)
o, oa, oa, oa,

O que nos leva a calcular os parametros com as seguintes equacdes:

3

L
EAL(La, +a,)— 3%~ oyAL=0 (2.3-17)
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4

2 4 L 2
EAL (§ La, +a,)— 70— AL =0. (2.3-18)
_ 2
Logo, a, = 16t e a, = (7q0L +1200A). (2.3-19)
4 EA 12EA

Os campos aproximados de deslocamento e tenséo séo vistos na Figura 2.3-2. Ou seja,

(79, +126,A) , 1L o

u, = — X"+ ———X+—X (2.3-20)
12EA 4EA" E
_ 2
o (7q,L +1200A)X+1 A (2.3.21)
6A 4 A
A

Figura 2.3-2 - Comparacao dos valores reais e aproximados da barra carregada.

Os resultados encontrados demonstram que o método de Rayleigh-Ritz aproxima tanto
o0 campo de deslocamentos (e em consequéncia o de tensao) quanto as condi¢cbes de contorno
naturais. No entanto, a aproximagdo sera exata se a solucao estiver contida no espaco
formado pela funcéo aproximacédo. Sendo assim, para uma aproximacao exata, devemos usar

um campo de deslocamento cubico. Ou seja,

u, = X’a, + x’a, + x'a,, (2.3-22)
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2

L
onde tem-se @, = g(I)EA +%, a,=0e Ay =— 6?EOA' (2.3-23)

O método classico de Rayleigh-Ritz apresentado até aqui, gera bons resultados para
problemas simples ou bem comportados cuja representacao através de uma base de fungdes é
facilmente obtida. No entanto, se o problema torna-se mais complexo, os termos da funcéao
aproximacao também devem ser. Isto torna o método limitado, pois, a funcdo de aproximacao
dependera fortemente do problema a ser analisado, tornando-o pouco genérico; inclusive para
a imposicao das condi¢cdes de contorno ndo essenciais. Para contornar tal problema, pode-se
utilizar o mesmo método, sé que interpolando o campo aproximado por partes. Para tal, basta
que divida-se o dominio em partes menores (ou elementos) e interpole-se 0 campo
separadamente dentro de cada dominio. O Unico cuidado que deve-se ter € o de manter
satisfeito a continuidade (ou compatibilidade) interna entre os limites dos elementos (0s nés).

O mesmo problema anterior sera utilizado para a apresentacao do método variacional

localizado. Dividindo-se dominio em trés elementos de mesmo tamanho E, e interpolando-se

um polindmio linear em cada um deles (ver Figura 2.3—3). Observe gue se pode interpolar cada

elemento com funcbes aproximadas diferentes. Para um elemento genérico tem-se que,
uge) _ Xlaie) + xoa(()e). (2.3-24)

E em cada elemento,

U =xaP+al” parax,<x<x, =  elemento1;
u® = xal® 4+ <x< . -
L =X+ para X, < X < Xg = elemento 2; (2.3-25)
u§3) = xaf) + a((f) para X; < X < X, = elemento 3.
onde X;=0,x,= L/3, X3 = 2L/3 e Xs = L. (2.3-26)

As deformagdes sdo dadas por:

(1) _ ()
gx _ai
g =a® (2.3-27)
(3) _ 4(3)
‘9x - "

A energia potencial é escrita da seguinte forma,
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Lq 9 L
I = (j)EEA(gX) dx—(j)(qox)udx—(o-oA)uL =
= I% EA(s, ) dx+j EA(s ) dx + j EA(g ) dx | — (2.3-28)
X, , ,
X2 X3 X4
~| T (agudx + | (agudk+ | (auxudk |~ (og A,
Xy X, X3

Substituindo-se os deslocamentos e deformagbes nas suas respectivas parcelas,
obtém-se

LL3 243
H:U %EA(ai(l))de+ T%EA(al(Z))ZdH j %EA(a{S))zde—

0 L/3 2L/3

LL3 2143
[ Tlawoa +ayons Tagova®+ayane Jamoa+a) o)
0

L/3 2L/3
—(A)( L8] +ag)
(2.3-29)

Aplicando-se a compatibilidade interna para tornar o campo aproximado admissivel, conclui-se
que

uP(0)=0 = af’=
u®(L/3)=u®@(L/3)=al? = ;(al‘l)—al(l)) (2.3-30)

Se as relacdes de compatibilidade interna forem substituidas no funcional da energia
potencial e, aplicada a condicdo de estacionaridade, obtém-se os valores de todos os
parametros a;. O deslocamento seria uma funcdo linear por partes dos parametros

independentes (Figura 2.3-3), como indicado abaixo.

uY = xalt para X, < X < X,
L
u® = (x-— —) a® + = al® para X, < X < X, (2.3-31)
2L L L
W=(x-ghlrgaliga’  paraxsxsx
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Os valores de tensdo sédo constantes por partes. Veja na Figura 2.3-3 que os valores
centrais de cada trecho se aproxima muito dos valores exatos. Essa é uma caracteristica
importante do método dos elementos finitos baseado em deslocamento. Os valores nodais sédo
bons para deslocamento, variavel interpolada, porém menos preciso para tensao, variavel
derivada. Os melhores valores de tensdo estéo no interior do elemento. Para obter-se melhores

resultados deve-se aumentar o nimero de elementos.

Ox
Y
u 3 L Ox=_C (g2 42
.2_-""-__-.‘ T / 2A
L4 = .
\\
™
.
0 i :
— —pe—Llp —pe—p g ¥ R X
] L 2L aL
1 2 3 4
3xL=Ly

Figura 2.3-3 - Discretizacdo de barra axialmente carregada.

No procedimento anterior, os parametros @; ndo possuiam um significado fisico muito
claro. Também, a introducdo da condicdo de compatibilidade interna entre os elementos, bem
como a resolucdo do sistema de equacdes em a;, gerado pela condicdo de estacionaridade,

ndo é muito confortavel para se codificar em um programa de computador. Principalmente se o
programa tiver carater genérico com relacdo aos carregamentos, geometria, condicbes de
contorno e refino para melhoramento de resultados. Todos esses problemas podem ser

facilmente evitados se a funcdo aproximacao tiver como parametros desconhecidos o0s proprios
valores nodais do campo interpolado. Ou seja, se usar como parametros a; os valores nodais

dos deslocamentos U;. O procedimento para ter-se tal situagéo resumisse em encontrar-se as

chamadas “fun¢cBes de forma” ou “fun¢Bes de interpolacdo”. Este assunto sera abordado na

proxima segao.

2.4 FUNCOES DE INTERPOLACAO
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Nesta secdo, a fungdo aproximacao no elemento sera dependente dos valores nodais

da propria funcdo. O procedimento é muito simples. Considerando-se ainda o exemplo da

Figura 2.3-3, onde tem-se um elemento genérico com um sistema de coordenadas local S, uma
funcdo de deslocamento linear sera proposta para interpolar o campo desconhecido.

Pode-se desenvolver as fungdes de interpolagdo em relagdo ao sistema local, que € outra

caracteristica do método dos elementos finitos. Ou seja,

&
u=a;+a,s ou, na forma matricial u=[1 S]{a (2.4-1)
2

Para satisfazer a condicdo de compatibilidade interna entre os elementos esse campo

deve atender as seguintes relacoes:
u=uiems=0eu=uems=L"
onde u; e Uj sdo os deslocamentos nodais dos nos I e j respectivamente, e L(e’ € o

comprimento do elemento € em andlise.

Escrevendo-se essas condi¢fes na forma matricial obtém-se:

U; _ 1 0 4, ~
{u J}_[l L(S)Haj} ou  {d=[ANa) (2.4-2)

Resolvendo-se a equagédo matricial acima para o valor de {a}, e substituindo-se na

Equacéo 1.4.4-1, tem-se

) ) Ui
(@ =[AI*{d) e u=[1 sf[A e (2.4-3)
j
A matriz das funcdes forma é

[N]:[ls][A]u[ls{ b0 HL— = @4t

-1/L 1/L
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Para o exemplo em andlise, todos os elementos tem a mesma funcao forma, porém os
valores s&o diferentes. Isto porque os valores nodais {d} e o comprimento L® séo, em geral,
diferentes para cada um. A compatibilidade entre os elementos € assegurada a priori porque 0s
mesmos compartilham o mesmo grau de liberdade nos pontos nodais. Além disso, uma forma
matricial € conseguida para a formulagéo.

O gque caracteriza o método dos elementos finitos, e o torna poderoso, é a sua
generalidade e facilidade de implementacdo numérico-computacional. O que foi descrito acima,
além da prépria discretizacéo, é o que mais caracteriza 0 método dos elementos finitos. Faz-se
uma aplicagéo local de um dos métodos de solugdo aproximada, tomando-se como parametros
os valores nodais da variavel interpolada, bem como suas derivadas. As palavras chaves do

método sao:

i) discretizacao;

i) interpolacao local do campo por partes,, através das funcdes de interpolagéo;

iii) valores nodais do campo (ou suas derivadas) como parametros das funcdes de
forma;

iv) descricdo matricial direta;

v) generalidade.

As funcdes de forma podem ser encontradas para qualquer elemento como descrito
acima, porém, as mesmas exigem requisitos ja satisfeitos por um grupo de funcdes chamadas
“Funcdes de Interpolacdo de Lagrange” e “Funcdes de Interpolacdo de Hermite”. Antes de
descrevé-las serdo abordados mais algumas idéias sobre a interpolagdo do campo.

A interpolacdo nada mais é que aproximar o valor de uma funcdo entre valores
conhecidos, utilizando-se uma funcao diferente da real. Isso foi feito nos itens anteriores,
utilizando-se como forma de ajustar a curva (calculo dos parametros), a minimizacdo de um
funcional. Considere que a expressado diferencial dentro de um funcional, tenha uma ordem
maxima de derivada igual a m. O método de Rayleigh-Ritz, que é utilizado para formulacgéo,
exige que a funcdo de interpolacdo tenha uma continuidade (compatibilidade essencial) até a
sua derivada de ordem m - 1. Ou seja, para o problema da barra, resolvido na secdo anterior, a
maior ordem de derivada no funcional é 1, logo exige-se uma continuidade de ordem 0, que é a
propria fungdo. Em um problema de viga exige-se uma continuidade de grau 1, que é a
continuidade da funcédo e sua primeira derivada. Isso reflete no tipo de fungdes de interpolacgéo,
pois, em Ultima analise, as funcdes de interpolacdo devem garantir essa continuidade entre os
elementos. Com isso, pode-se definir, a principio, dois tipos de funcdes de interpolacdo mais

utilizadas: as funcdes de Lagrange e as de Hermite.
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Func@es de Interpolacdo de Lagrange. Esse tipo de funcdo apenas garante a continuidade
da prépria funcao nos pontos nodais. Ou seja, elas devem ser utilizadas quando a maior ordem
das derivadas no funcional for 1. Nessa situacdo, diz-se ter uma continuidade C° entre os
elementos. Desta forma, em uma discretizagdo por elementos C°, as derivadas ¢y , ¢y , ¢," de
um campo ¢ exibe um salto quando se passa de um elemento a outra, como pose-se notar na
Figura 2.3-3.

De uma forma geral, uma variavel de campo ¢ pode ser interpolada sobre um elemento

com n valores nodais {@e}={¢ @.....¢}" de acordo com a férmula
¢ =[Nlig,) ou  ¢=2N4, (2.4-5)

onde os N;’s séo as funcdes das coordenadas (normalmente locais). A funcdo forma N; define
a distribuicdo de ¢ do elemento quando ith grau de liberdade nodal ¢ assume um valor unitario

e todos os outros graus de liberdade ¢ sédo zeros.

Para o caso unidimensional (ver Figura 2.4-1), as funcbes forma sdo dadas pelo
polinbmio de Lagrange e séo fungdo do numero de graus de liberdade a ser interpolada. Cada
grau de liberdade em um né tem associado a ele uma funcao de interpolacédo que sdo dadas

por

(% = X) (% = X)--- (Xi_g = X) (X = X)... (X, — X)
00 = X) (% = %) (6 = X) (K = %) (% = %)

N (2.4-6)

Essas fungbes possuem as seguintes caracteristicas:
1. Todas as fungbes N; sdo polinbmios do mesmo grau. A funcdo interpolada,
consequentemente, tem 0 mesmo grau das funcdes forma,;
2. Para qualquer funcéo forma N;, Ni= 1 quando x = x; e N; = 0 quando x = x; onde i # j;

3. A somatoria das funcées forma C° é a unidade.

n

2N =1. (2.4-7)

i=1
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x¢=0

I~
_—1

Xa=

1 2
-—Lj
—— T

L—-x

L

Ny=
M= X
L
G g= [N]{gﬁl} /I1
gif!g a—
L

N
A

Figura 2.4-1 - Fungdes de forma de Lagrange unidimensional.

Para o caso bidimensional, onde a variavel ¢ = ¢(x,y) deve ser interpolada dentro de

uma regiao retangular, as funcdes de interpolacédo sdo obtidas considerando-se o produto das

funcdes de Lagrange. Para o caso em que a funcéo é bilinear(ver Figura 2.4-2),

p=ay+ ay X +agy +asxy,

as funcdes de interpolacéo sdo dadas por

N, =
NZ -
N3 -

N, =

_(@a=x)(b-y)
4ab

_(@a+x)(b-y)
4ab

@+x)(b+vy)
- 4ab

_(@a=x)(b+y)
4ab

Essas fungbes sdo mostradas em Figura 2.4-3.

(2.4-8)

(2.4-9)
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y

O — e —»

-4 3- T
T

X

T
b

‘1 2‘ !

Figura 2.4-2 - Funcdes de interpolacéo bidimensional.

O elemento associado com a Figura 2.4-2 e Figura 2.4-3 é chamado bilinear. Da mesma
forma, tem-se os elementos biquadraticos, bicubicos e etc. Os biquadrados possuem nove nos,
distribuidos nos vértices, meio das arestas e centro do elemento. Os termos que participam da

interpolacdo podem ser identificados através do triangulo de Pascal na Figura 2.4-4. Para uma

determinada ordem, a depender do nimero de termos que contenha a funcao de interpolacéo,

o elemento é dito Serendipity ou de Lagrange.

Figura 2.4-3 - Distribuicdo das fun¢des de interpolacdo Ni, N, N3, Ny4
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Termo constante - 1

Elemento linear

Termo linear

Elemento quadradicao
Termo gudradico

L Elemeanto cibico
Termo cubico

Termo quartico ———»
Serendipity

Lagrange ——————

Figura 2.4-4 - Coeficientes polinomiais para elementos planos de Lagrange e Serendipity

Quando tem-se mais de uma variavel para interpolar, como é o caso, por exemplo, de

elasticidade plana (campo vetorial), procede-se da mesma forma para cada variavel. Ou seja,

u=u(xy) ev=v(xy) (2.4-10)

4 4
i i=1
sendo os N; os mesmos da Equacéo 2.4-9 para o elemento retangular.

Funcdes de Interpolacdo de Hermite. Essa classe de fun¢des é muito utilizada em problemas
estruturais que envolvem flexdo. Nesse caso, ndo apenas a continuidade da funcdo é
desejada, mas também de suas derivadas até uma ordem a menos da maior ordem que
aparece no funcional. No caso de viga, a maior ordem no funcional € dois. Sendo assim, exige-
se também por critérios de convergéncia, que se tenha continuidade entre elementos da
primeira derivada, ou seja, da rotacdo (gerada pela flexdo). Elementos desse tipo séo
chamados de continuidade C*. Outro caso onde se aplica esse tipo de fungéo é no problema
classico de placas.

O elemento mais simples de Hermite ocorre em problemas de flexdo unidimensional, ou

seja, em problemas classicos de viga. Para essa situacdo, o campo a ser interpolado é a

deflexao lateral W = W(x). Para o caso da Figura 2.4-5, tem-se a seguinte funcéo aproximacao
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W=a,+aXx+ax’+ax’ ou  w=[X]{a} (2.4-12)

onde

[X]=[1 x ¥ x%e {a}=[a1 a as ad’ (2.4-13)

L ]

L ]
-

2
(éf“—/
' b2

Figura 2.4-5 - Funcéo interpolacdo de Hermite para vigas.

Para descrever o campo em funcdo dos deslocamentos e inclinacdes (rotacbes) nodais,

procede-se da mesma forma que nas fungbes de Lagrange. Da Figura 2.4-5 tem-se

W=W; e Wy=6, paraXx =0

W=W, e Wy= 6 parax = L® (2.4-14)

Resolvendo-se da mesma que para os polindmios de Lagrange, obtém-se na forma matricial,

(w, ] |F1 0 0 01|(a1]
JtveviJLg i I(_)Z I(_)?,}FZJL ou  {d}=[A] {a} (2.4-15)
6,) [0 1 2L 3%]a,

Com isso, sendo {a} = [A]"{d} e utilizando-se a Equacéo 1.4.4-12, tem-se
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w = [N]{d}, onde [N] = [X][A]™ (2.4-16)

A representacéo dessas fungdes pode ser vista logo abaixo na Figura 2.4-6.

0 x=L Atx=0 Atx=L

Figura 2.4-6 - Funcdes de interpolacdo de Hermite para o caso de flexdo de viga.

2.5 FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS A PARTIR DE
RAYLEIGH-RITZ

Sera apresentada a formulacdo geral do método de elementos finitos baseado em
deslocamentos a partir do principio de Rayleigh-Ritz. Para tal, utilizar-se-4& o campo
deslocamento como variavel dependente a ser aproximada. O funcional a ser minimizado sera
a energia potencial total do sistema. O campo deslocamento serd interpolado por partes
através de uma funcdo aproximacdo admissivel (normalmente polinomial), tendo como
parametros os graus de liberdade nodais de cada elemento. A expressdo geral da energia

potencial para um corpo elastico linear €,

M= I G [ENE eV [ENed + {6} {or})dO- I Uy {FIQ- I {Uy {Bdr - {DY {P}

(2.5-1)

onde
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{u}=[u v w]" é o vetor campo deslocamento

{=1s 5 & n » 7]’ é o vetor campo deformagéo

[E] ¢ matriz das propriedades constitutivas do material

{5} ={0,} s&o os vetores de deformagdo inicial e tenséo inicial respectivamente
{F}=[F F, F,]" ¢é o vetor forca de corpo

{0} =& @ @] é o vetor forca de superficie

{D} ¢ o vetor dos graus de liberdade nodais da estrutura

{P} cargas nodais aplicadas por agentes externos

0, "= dominio e contorno da estrutura respectivamente.

Para problemas mais simples como vigas, elasticidade plana e placas, a expressao
simplifica-se. Isto sera visto nos capitulos que sucedem-se.

O campo deslocamento dentro de cada elemento é interpolado da seguinte forma,
{u} = [Nd} (2.5-2)

onde [N] é a matriz das funcgées de interpolagdo e {d} é o vetor dos graus de liberdade nodais

de um elemento.
O campo deformacdo é encontrado através da diferenciacdo do deslocamento. Com

isso tem-se
{e} = [0K{u} = [F]INKd} = [B{d} (2.5-3)

onde [B] = [4][N] é a matriz deformagBes-deslocamentos, que contém as derivadas das
funcdes de forma. O operador [&] € uma matriz que contém operadores diferenciais.

Substituindo-se {u} e {&} dentro do funcional de energia obtém-se,

numel

1= 3 SHIKLY, - SN, ~ Y P, @54

onde a somatoria indica a contribuicdo de todos os elementos para a energia potencial total, e

a matriz de rigidez e vetor carga equivalente de cada elemento sdo dadas por:
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k] = I [B]'[E][BldO (2.5.5)

{i}= J [BI' [ENe3dQ- I [B] {o3d+ I INT{F}dQ+ |[NT {adr (2.5-6)

onde as integrais sdo realizadas sobre o dominio e o contorno de cada elemento.

Para finalizar, sera obtida as equacdes de equilibrio em cada direcdo dos graus de
liberdade. Antes tem-se que rescrever a expressao de energia de forma mais compacta.

As somatorias na Equacdo 2.5-4 podem ser escritas de forma ainda mais compacta,
através da expansado da matriz de rigidez e do vetor de carga de forma a descrever todo o

sistema. Todo o grau de liberdade em um elemento também deve aparecer no vetor de cargas
global {D} Dessa forma, expandindo-se e sobrepondo-se as contribuicbes de cada elemento

na matriz de rigidez e no vetor de carga obtém-se

1= 3{DYIKI{D} - {DY {R} (25.7)
onde
K= %K, e R={+ 20 (258)

Essas somatdrias indicam uma operagéo que chama-se “montagem da matriz de rigidez

e do vetor carga nodal consistente”. O funcional de energia // agora é funcdo dos graus de

liberdade nodais {D} Aplicando-se o principio de estacionaridade

{Z—g} ={0} obtém-se [KI{D}={R} (2.5-9)

A Ultima relacdo representa a equacao de equilibrio do sistema, e deve ser resolvida para os

valores desconhecidos dos graus de liberdade nodais e reacdes nos apoios. A manipulacao
torna-se muito facilitada porque a matriz de rigidez global [K] € simétrica, bandada e positiva-

definida (ap6s aplicarmos as condi¢cdes de contorno essenciais necessarias). Ver sobre

propriedades das matrizes no Apéndice A.

2.6 BREVE HISTORICO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
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O método de resolucdo de problemas estruturais através da substituicdo da estrutura
real por uma menos complexa, iniciou-se no inicio deste século. No inicio da década de 40,
McHenry, Hrenikoff e Newmark aplicavam a técnica da substituicdo do continuo por barras
elasticas, cujas propriedades eram escolhidas de forma a que seus deslocamentos nodais
representassem os deslocamentos dos pontos do continuo. Em 1943, Courant publicou um
trabalho onde usava o principio da energia potencial estacionaria, juntamente com a idéia de
interpolagdo por partes, sobre sub-regides triangulares, para o estudo de problemas de torcdo
de Saint-Venant. Este trabalho talvez seja o primeiro, com a idéia de elementos finitos que
conhecemos hoje, porém, ficou esquecido até que mais tarde, engenheiros,
independentemente, o desenvolveram.

Em 1957 surgiu uma publicacdo que se tornou um marco para o método de elementos
finitos. Seus autores eram Turner, Clough, Martin & Topp. Nessa mesma época, Argyris &
Kelsey também publicaram trabalho importante. Nesses trabalhos, uniu-se os conceitos de
analise e estrutural e do continuo, e estabeleceu-se as bases para uma descricdo matricial do
problema de forma a que pudesse ser implementado de forma sistematizada nos
computadores digitais. Naquela oportunidade, os computadores digitais comegcavam a aparecer
com forca na analise estrutural, principalmente por causa da corrida espacial. De relevada
importancia também, é o trabalho de Szmelter publicado em 1958, onde o conceito do método
baseado na minimizagdo de energia, e utilizando-se elementos retangulares, foi apresentado.
O nome Elementos Finitos foi dado em 1960 por Clough. Em 1963, o método ganhou
respeitabilidade por ter sido provada a sua consisténcia matematica. A partir dai muitos
pesquisadores comecaram a estudar e aplicar o método em varias areas. Desenvolvendo
novos elementos e aplicando-o em muitos tipos de andlises diferentes.

Para se ter uma idéia do desenvolvimento do método, em 1961 dez artigos foram
publicados, 134 em 1966, e 844 em 1971. Até 1986 tinham-se cerca de 20.000 publicactes
sobre o método.

O interesse justifica-se, nao s6 por sua generalidade e eficiéncia, mas, sobretudo, pelo
grande desenvolvimento dos sistemas de computacao; permitindo-se a realizacdo de analises

inimaginaveis duas décadas atras.

2.7 APLICACOES

A seguir sdo mostrados algumas aplicagdes de sucesso do método de elementos finitos

em diversas areas e tipos de analises.
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Figura 2.7-1 - Problema de iteracéo fluido-estrutura.
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