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Resumo

Este é um material compilado para a disciplina de Elementos Finitos para alunos no final da graduacao
e no inicio da Pés-Graduagao em Engenharia Mecanica. Muito do material estd inspirado nas aulas da
graduagao e na apostila dos professores Carlos Alberto de Campos Selke (UFSC), Luiz Teixeira do Vale
Pereira (UFSC), Jun Sérgio Ono Fonseca (UFRGS) e Rogério José Marczak (UFRGS), com colaboragao
dos professores Domingos Boechat Alves (UFSC) e Marco Antonio Luersen (CEFET-PR).
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1. INTRODUCAO

A Mecanica dos Meios Continuos, e mais especificamente a Teoria da Elasticidade, tem como preocupacgao
bésica o desenvolvimento de modelos matemdticos que possam representar adequadamente a situagao
fisica real de componentes industriais sujeitos a esfor¢cos mecénicos. Em andlise estrutural, o objetivo
pode ser a determinagdo do campo de deslocamentos, as deformagdes internas ou as tensoes atuantes no
sistema devido & aplicagao de cargas, além de outros. A teoria matemdtica da Elasticidade, que muito
tem auxiliado na determinacao das varidveis envolvidas na deformacao de componentes, deve muito a
pesquisadores como Navier, Cauchy, Poisson, Green, dentre outros

Porém, a aplicagao de tais teorias a casos préticos apresenta dificuldades as vezes intransponiveis.
Por exemplo, na anilise estrutural, a perfeita representagdo matematica de carregamentos, geometria,
condigoes de contorno, comportamento dos materiais etc, em muitas situacoes, apresenta-se de forma
complexa, havendo, assim, a necessidade de se introduzir muitas hipéteses simplificativas no problema
real, para permitir alguma forma de modelagem matemaédtica que conduza a solu¢Ges mais simples.

Por outro lado, engenheiros tém demonstrado um interesse crescente por estudos mais precisos para
a anélise de estruturas. Este interesse vem unido a uma necessidade cada vez maior de se estudar o com-
portamento de elementos estruturais complexos, o que conduz a tratamentos analiticos mais elaborados,
baseados em teorias gerais, e que sao, via de regra, de solugoes extremamente dificeis.

Desta forma, engenheiros tém procurado desenvolver e/ou aplicar métodos aproximados que permitam
aplicar os principios daquelas teorias de forma acessivel e precisa. Dentre estes métodos, os que tem sido
mais utilizados sdo aqueles baseados na divisdo do meio continuo em partes mais simples (a estrutura, o
fluido, o gas, etc).

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é seguramente o processo que mais tem sido usado para a dis-
cretizacao de meios continuos. A sua larga utilizacao se deve também ao fato de poder ser aplicado, além
dos problemas cldssicos da mecénica estrutural eldstico-linear - para os quais foi o método inicialmente
desenvolvido - , também para problemas tais como:
problemas nao lineares, estdticos ou dindmicos;

- mecéanica dos soélidos;

- mecénica dos fluidos;

- eletromagnetismo;

- transmissao de calor;

- filtragdo de meios porosos;

- campo elétrico;

- acustica; etc.

Além disso, pode-se afirmar também que o MEF é muito utilizado face & analogia fisica direta que se
estabelece, com o seu emprego, entre o sistema fisico real (a estrutura em andlise) e o modelo (malha de
elementos finitos).

1.1. Sintese Histdrica

As limitagoes da mente humana sdo tais que o homem néo consegue dominar completamente o comporta-
mento do complexo mundo que o cerca numa sé operagao global. Por isso, uma forma natural de proceder
dos engenheiros, cientistas e outros profissionais, consiste em separar os sistemas em componentes basi-
cos, ou seja, aplicar o processo de andlise do método cientifico de abordagem de problemas. Com essa



operagao, tem-se a oportunidade de estudar o comportamento dos elementos - que é mais simples -, e
depois sintetizar as solugoes parciais para o estudo do sistema global.

A discretizagao de sistemas continuos tem objetivos andlogos aos acima descritos, ou seja, particiona-
se o dominio - o sistema - em componentes cujas solugoes sao mais simples e, depois, unem-se as solugoes
parciais para obter a solucao do problema.

Em alguns casos essa subdivisao prossegue indefinidamente e o problema s6 pode ser definido fazendo-
se uso da definicao matemdtica de infinitésimo. Isto conduz a equagoes diferenciais, ou expressoes equiv-
alentes, com um mimero infinito de elementos.

Com a evolugdo dos computadores digitais, os problemas discretos podem ser resolvidos geralmente
sem dificuldades, mesmo que o niimero de elementos seja muito elevado. Entretanto, como a capacidade
dos computadores é finita, os problemas continuos s6 podem ser resolvidos de forma precisa com o uso
da matemadtica.

A discretizagdo de problemas continuos tem sido abordada, ao longo dos anos, de forma diferente
por mateméticos e engenheiros. Os matematicos tém desenvolvido técnicas gerais aplicdveis diretamente
a equacoes diferenciais que regem o problema, tais como: aproximacoes por diferencas finitas, métodos
de residuos ponderados, técnicas aproximadas para determinar pontos estaciondrios de funcionais. Os
engenheiros procuram abordar problemas mais intuitivamente, estabelecendo analogias entre os elementos
discretos reais e porgoes finitas de um dominio continuo.

O conceito de andlise de estruturas, pode-se afirmar, teve inicio logo apés o periodo compreendido
entre 1850 e 1875 - Escola Francesa com Navier e St. Venant -, com os trabalhos de Maxwell, Castigliano,
Mohr e outros.

Progressos no desenvolvimento de teorias e de técnicas analiticas para o estudo de estruturas foram
particularmente lentos entre 1875 e 1920. Isto foi devido, certamente, as limitagoes priticas na solugao das
equagoes algébricas. Neste periodo, as estruturas de interesse eram basicamente treligas e pdrticos, que
tinham um processo de andlise aproximada baseada numa distribuicao de tensdes - com forgas incégnitas
- e que era universalmente empregado.

Por volta de 1920, em fungdo dos trabalhos de Maney (EUA) e de Ostenfeld (Dinamarca), passou-se
a utilizar a idéia bésica de andlise aproximada de treligas e pérticos baseada nos deslocamentos como
incégnitas. Estas idéias sao as precursoras do conceito de andlise matricial de estruturas, em uso hoje
em dia.

Virias limitagoes no tamanho dos problemas a solucionar, que podiam ter forgas ou deslocamentos
incégnitos, continuaram a prevalecer até 1932, quando Hardy Cross introduziu o Método da Distribuicao
de Momentos. Este método facilitou a solucao de problemas de andlise estrutural, e passou-se a poder
trabalhar com problemas mais complexos do que os mais sofisticados problemas até entao tratados. Este
foi o principal método de andlise estrutural que foi praticado pelos préximos 25 anos.

No comego de 1940, McHenry, Hrenikoff e Newmark demonstraram - no campo da mecénica dos
sélidos - que podiam ser obtidas solugoes razoavelmente boas de um problema continuo, substituindo-se
pequenas porgoes do continuo por uma distribuicao de barras eldsticas simples. Mais tarde, Argyris,
Turner, Clough, Martin & Topp demonstraram que era possivel substituir as propriedades do continuo
de um modo mais direto, e nao menos intuitivo, supondo que as pequenas porgoes - os elementos - se
comportavam de forma simplificada.

Computadores digitais apareceram por volta de 1950, mas a sua real aplicagdo a teoria e a prética
nao se deu, aparentemente, de forma imediata. Entretanto, alguns individuos previram o seu impacto e
estabeleceram codificagoes para andlise estrutural em forma adequada - a forma matricial. Contribuigoes
deste tipo foram feitas por Argyris e Patton.

Duas publicagbes notéveis, que podem ser consideradas marcos no estudo do MEF, foram os trabalhos
de Argyris & Kelsey e de Turner, Clough, Martin & Topp. Tais publica¢ées uniram os conceitos de
andlise estrutural e andlise do continuo, e langaram os procedimentos resultantes na forma matricial;
elas representaram uma influéncia preponderante no desenvolvimento do MEF nos anos subseqiientes.
Assim, as equagoes de rigidez passaram a ser escritas em notagdo matricial e resolvidas em computadores
digitais. A publicagdo cldssica de Turner et alli é de 1956. Com estas e com outras publica¢bes um



desenvolvimento explosivo do MEF aconteceu.

Mas ja em 1941, o matemédtico Courant sugeria a interpolagao polinomial sobre uma subregiao trian-
gular como uma forma de obter solugbes numéricas aproximadas. Ele considerou esta aproximagao como
uma solugao de Rayleigh-Ritz de um problema variacional. Este é o MEF como se conhece hoje em dia. O
trabalho de Courant foi no entanto esquecido até que engenheiros, independentemente, o desenvolveram.

O nome Elementos Finitos, que identifica o uso preciso da metodologia geral aplicdvel a sistemas
discretos, foi dado em 1960 por Clough.

E de 1950 o trabalho de Courant, McHenryY & Hrenikoff, particularmente significante por causa da
sua ligagao com problemas governados por equagoes aplicdveis a outras situagoes que nao a mecénica
estrutural.

Durante ainda a década de 1950, pesquisadores, motivados por uma formulagao especifica de elementos
para o estado plano de tensoes, estabeleceram elementos para sélidos, placas sob flexao, cascas finas e
outras formas estruturais.

Tendo sido estabelecidos estudos para casos lineares, estdticos e andlise eldstica, a atengao voltou-se
para fendmenos especiais, tais como: resposta dindmica, estabilidade e materiais e geometria nao lineares.
Isto foi necessdrio nao somente para estender a formulagao dos elementos, mas também para generalizar
a andlise estrutural.

Este periodo foi seguido por um intensivo desenvolvimento de programas computacionais para colocar
as potencialidades do MEF ao alcance dos usudrios.

Em 1963 o método foi reconhecido como rigorosamente correto e tornou-se uma respeitdvel drea de
estudos académicos. Até 1967, engenheiros e matematicos trabalharam com elementos finitos, aparente-
mente, com desconhecimento uns dos outros. Hoje as duas dreas estao cientes uma da outra embora os
matemadticos raramente se interessam pelos problemas da engenharia. Em contrapartida, os engenheiros
raramente estao habilitados para entender a matemética.

Dez artigos foram publicados em 1961 sobre elementos finitos: 134 em 1966 e 844 em 1971. Em 1976,
como apenas duas décadas de aplicacoes do MEF na engenharia, o nimero de publicagoes na &drea ja
excedia a 7000.

Hoje muitos pesquisadores continuam a se ocupar com o desenvolvimento de novos elementos e de
melhores formulagoes e algoritmos para fendmenos especiais, e na elaboracao de novos programas que
facilitem o trabalho dos usudrios.

Os interesses de estudos na drea continuam com a andlise de fendmenos nao apenas estruturais.
Por exemplo: anilise termoestrutural, onde o calculo de tensbes térmicas é integrado com o célculo do
transiente de temperatura; a interagao fluido-estrutura, na andlise de hidroelasticidade e aeroelasticidade,
e problemas multicampo em geral, tais como acustica da aeroelasticidade.

Mais recentemente, houve um enorme avango na simplificagdo do procedimento das andlises mais sim-
ples (elasticidade isotrépica linear), através da geragdo automdtica de malha e da adaptagdo automdtica
da malha para a reducgao de erro. Desta maneira, finalmente, a ferramenta de elementos finitos estd mais
préxima do engenheiro comum. Como exemplo desta popularizacao, basta citar que a grande tendéncia
de hoje é a integracao da andlise de tensoes, assim como da andlise de movimento, em programas de
CAD. Nas palavras de R. McNeal, a andlise integrada aos programas de CAD estdo transformando o
método dos elementos finitos em uma ferramenta onipresente, e seu uso serd cada vez mais similar ao
de um motor de um automovel: todos poderao usé-lo apenas com um entendimento bésico de seu fun-
cionamento. Poucos dos usudrios realmente precisarao entender o método, para extrair dele um melhor
desempenho e confiabilidade.

Uma bibliografia bdsica do método dos elementos finitos hoje inclui:

e Dym, C. L. e I. H. Shames: Energy and Finite Element Methods in Structural Mechanics, McGraw-
Hill, 1996.

e Bathe, K. J.: Finite Element Procedures, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1995.

e Cook, R. D.: Concepts and Applications of Finite Element Analysis, J. Wiley & Sons, New York,
1974, 1981, 1989.
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Cook, R. D.: Finite Element Modeling for Stress Analysis, J. Wiley, New York, 1995.

Crisfield, M. A.: Finite Elements and Solution Procedures for Structural Analysis, Vol. 1: Linear
Analysis, Pineridge Press, Swansea, UK, 1986.

Hughes, T. J. R.: Finite Element Method - Linear Static and Dynamic Finite Element Analysis,
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1987.

Reddy, J. N.: An Introduction to the Finite Element Method, McGraw-Hill Book Co., 1984, 1993.

Reddy, J. N.: Energy and Variational Methods in Applied Mechanics With an Introduction to the
Finite Element Method, J. Wiley, New York, 1984.

Zienkiewicz, O. C. e Taylor, R. L.: Finite Element Method- Basic Formulation and Linear Problems,
Vol.1, McGraw-Hill Co., New York, 1989.

Roarke, W.D.: Formulas for Stress & Strain, McGraw-Hill, 1978.

Organizacao do texto

Este texto destina-se primordialmente a introdu¢ao do método dos elementos finitos a engenheiros for-
mados ou no final do curso. Os conceitos de Mecanica dos Sélidos sao apresentados de forma bastante
resumida, e os conceitos matemdticos minimos sao utilizados; muitos necessérios para o verdadeiro en-
tendimento do método sdo referenciados para textos mais avancados.

O primeiro capitulo introduz uma breve revisao das equagoes da elasticidade linear isotrépica. O
segundo trata da teoria de barras e sua aproximacao pelo método dos elementos finitos. O terceiro
capitulo deduz os elementos de viga mais tradicional. O quarto capitulo trata da elasticidade plana. Os
capitulos posteriores, atualmente em revisao, mostram os elementos de placas, cascas axissimétricas, e
fazem uma breve introducgao a analise dindmica e de conducéo de calor.



2. EQUACOES BASICAS DA ELASTICIDADE LINEAR

A elasticidade linear infinitesimal trata do estudo das deformacéGes e da distribuicao dos esforcos internos
de um sélido sujeito a cargas externas. As limitagbes da teoria restringem a aplicagao desta teoria apenas
para deformagoes eldsticas e de magnitude muito pequena.

configuragdo
inicial

configuragio
deformada

elemento infinitesimal
de volume

Figura 2.1: Descri¢ao da deformagao de um corpo

2.1. Deslocamentos

Considera-se um corpo deformavel (ou estrutura) Qy mostrada na figura 2.1 que se deforma sob a agéo de
um sistema de forcas atingindo a configuragao deformada €y . O vetor u denota o deslocamento de um
ponto genérico P de sua posi¢ao na configuragao inicial para a nova posi¢ao na configuragao deformada.
Este vetor deslocamento é tratado como uma fungao continua da posigao inicial, isto €, para cada ponto
x da pega existe um vetor u (x). Esta descri¢do é possivel devido a hipétese de um meio continuo, que
desconsidera a microestrutura do material.



2.2. Deformacoes

A partir dos deslocamentos, pode-se calcular as deformacoes em qualquer ponto da estrutura. As equagoes
deformagoes-deslocamentos para elasticidade infinitesimal linear tridimensional sdo:

oug
Exx = 8333 (2.1)
Uy
Eyy = a—y
_ Ouy
Ezz - E
1 [(Ou, = Ouy
Fry T Eyz:ﬁ(@y +%)
. _ . _l(@uer@uz)
vz 9\ 0z or
1

€ = gy = %4_8%
= T 2 0z Oy

onde uz, uy € u, sao as componentes do vetor deslocamento u nas dire¢oes x, y e z respectivamente. Estas
equagoes representam adequadamente as deformagoes somente se forem bem pequenas. Por exemplo, uma
rotacao de corpo rigido de um angulo 6 em torno do eixo z é escrita como

xrcosf —ysinf — x

u=< xsinf+ycosld—y (2.2)
0
tem as deformacoes infinitesimais dadas por
€zz = cosf—1 (2.3)
€yy = cosf—1
€., = 0
Exy = Eyx =CExz = Ezx = Eyz = Ezy = 0
ou
cosf — 1 0 0
€= 0 cosf—1 0
0 0 0

que nao é zero, apesar do corpo nao estar se deformando, apenas girando. Mas cos — 1 € muito préximo
de zero para valores na ordem de décimos de grau, que pode ser tomado como o limite da validade da
teoria infinitesimal. Se as deformagoes ultrapassarem a ordem de décimo-milésimo, recomenda-se utilizar
a elasticidade finita, que utiliza a defini¢do de deformagdes de Green.

As equagodes 2.1 podem ser colocadas na forma matricial {e¢} = [B]{u} ,

fe)
=) [
c 9
syy 0 %J 2 Ua
ngz = 3 9 %Z Uy (24)
Ty %y ox m
2512 B2 0 % z
2y L0 %= 3

onde se faz uso de uma representagao vetorial para a deformacdo, somente com seis componentes. Esta
notacao, apesar de imprecisa, ¢ mais compacta.



2.3. Tensoes

O tensor de tensao de Cauchy expressa os esforgos internos em uma particula de um sélido, para todas
as diregoes. A forga interna distribuida de um ponto sobre seu vizinho é determinada pela dire¢do do
vizinho n através da férmula de Cauchy,

oy = OgaNg + OxyTly + Ogznz (25)
ty = Oy + OyyNy + 0yn,
t, = 0zng+ O zyTy + 022Nz,
ou
t = on (2.6)
te Oze Ozy Ozz Nz
ty = Oys Oyy Oyz Ny (2.7)
t, Ozx Ozy Ozz Uz

onde t é a forga distribuida em N/m?, e o ¢ o tensor tensdo. Na superficie do corpo, tomando n,
ny € n, como as componentes do vetor normal n a superficie, ¢,, t, e t, tem que equilibrar as forgas
aplicadas. A tensdo em um ponto tem que ser representada por um tensor para poder expressar o vetor
forca em qualquer direcdo. Para o estudo do estado de tensées no interior do corpo deformado, isola-se
um elemento infinitesimal de um volume de dimensées Az, Ay, Az.

0,, +A0zz

4o-zy +AOzy
2 /7 Oxx
O, 7

x+A0yy
Oyy *Aayy

Dyz

Figura 2.2: Estado de tensGes em um elemento infinitesimal.

As tensdes atuantes sobre este elemento de volume sdo mostradas na figura 2.2. Observe que Ao;; rep-
resentam os incrementos de tensao, devido a presenca das forgas de corpo pf; , por exemplo. Substituindo
os incrementos de tensao

80’1‘3‘

8$k dl‘k

Ao;j por



e escrevendo as equacoes de equilibrio nas diregoes x, y e z obtém-se as equacoes de equilibrio para
tensoes, também chamadas de equagoes diferenciais de equilibrio, ou seja:

6 x C T —_
Zﬁa’;* + aé’;* + Zgz pfa=0
Gt + S5t 5 pfy =0 (28)
G+ T G o f=0

Ozz = Ozx, Ozy = Oyz, Oyx = Ogy, (29)

onde 2.9 expressa a condigao de simetria das componentes do tensor tensao.

2.4. Equagoes Constitutivas

As equagodes constitutivas (ou equagoes tensoes-deformagoes) para sélidos eldsticos lineares homogéneos
sao dadas pela Lei de Hooke generalizada para materiais isotrépicos:

Ove = (A+2G)ere + Aoy + ez (2.10)
Oyy = Xeaz+(A+2G)eyy + Ae

Ore = Mgz +Aeyy +(A+2G) e,

Opy = 2Gegy

oy = 2Gey,

Ore = 2Ge.,,

onde a constante de Lamé pode ser expressa como

vE

/\:(1+1/)(1—21/)

e o médulo de elasticidade transversal por

E

G:2(1+u)’

sendo F o médulo de elasticidade do material e v o coeficiente de Poisson.

Para materiais cujas propriedades variam com as dire¢bes, como os materiais refor¢ados por fibras ou
laminados a frio, deve-se usar relagoes constitutivas apropriadas, com propriedades eldsticas dependentes
da diregao.

O conjunto de equacgoes 2.1, 2.8, 2.9, 2.10 e 2.5 representam as equagoes fundamentais para a elas-
ticidade tridimensional. Detalhes do processo de obtencao destas equagoes podem ser observados livros
bésicos de Mecénica dos Séliods, como Popov, E., “Introdugdo a Mecéanica dos Sélidos*, Editora Edgard
Bliicher, 1978, ou em qualquer bom livro de elasticidade. Uma boa recomendacao é Boresi, A.P. & P.P.
Lynn. “Elasticity in Engineering Mechanics“, Prentice-Hall, 1974.
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3. ELEMENTO DE BARRA

3.1. Teoria de Barras

H4 duas possibilidades de se reduzir um problema de Mecénica dos Sélidos para uma dimensao. Pode-se
utilizar uma hipétese de que a tensdo seja unidimensional (exista apenas a componente o,,) ou que a
deformacao seja unidimensional. A hipétese de tensao unidimensional é utilizada para barras.

Seja um corpo de segao transversal constante orientado com o eixo x. Supomos agora que todos os
carregamentos t estao aplicado na dire¢do x e uniformemente na se¢do transversal.

Temos entao que as condigoes de forca na superficie podem ser simplificadas neste caso que as cargas
sao aplicadas apenas em planos normais ao eixo 1, o que diz que

Opg =ty em I
e que as tragoes se anulam nas outras faces
ty=t,=0

Podemos assumir que as condi¢oes de contorno no restante da pega é de tensoes nulas em todas as
fronteiras, o que nos leva a assumir que todas as outras tensoes se anulam. A tnica equagao de equilibrio
que nao ¢é identicamente nula é

00 3
b, =0.
ox + 0
Se nao houverem forgas de corpo,
o 00 4z
- Ox

a tensao vai ser constante, e seu valor depende apenas das cargas aplicadas no contorno. Este é o caso
classico da teoria de barras.
Para materiais isotrépicos, escrevemos

Oz = (A+21) €xa + A(eyy +€22) = Eegy

e a deformagoes como

.  Oug
rxr -
ox
Eyy = €22 = VEgy

Esta teoria aplica-se a poucas estruturas reais, bdsicamente somente para cabos e trelicas, e ainda
assim longe das extremidades e fixagoes.

3.2. Formulagao Direta do Elemento de Barra: Matriz de Rigidez e Vetor de
Carga

Considere uma barra de comprimento [ e drea de secdo transversal A, engastada e submetida a acao de
uma carga axial P, conforme mostra a Figura 3.1.
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Figura 3.1: Barra sob tragao.

A barra é constituida de um material isotrépico, homogéneo e linear. Deseja-se estudar esta estrutura
simples usando um processo de discretizagao, que pode ser o Método dos Elementos Finitos. Para tal, a
barra da figura 3.1 é modelada do modo apresentado na Figura 3.2, onde sao usados pedacos de barra,
ou seja, elementos de barra.

7,

- — + ————————————————————— — = —

! -

Figura 3.2: Barra sob tracao discretizada

O elemento de barra e usado tem dois nés (1 e 2), drea de segdo transversal A, comprimento L e dois
graus de liberdade u,; e uz2 (aos quais poderiam ser associadas for¢as nodais P, e P, , respectivamente).
Este elemento é mostrado na Figura 3.3 de duas maneiras. A primeira apresenta o elemento do modo
como foi na discretizagao da barra sob tragao, e a segunda apresenta a maneira mais comum de se
representar o elemento de barra de dois nés, uma vez que o comportamento da barra é representado pelo
comportamento de sua linha centroidal.

1 ©
G

u u
P

[OR

Figura 3.3: Elemento de barra.

Este elemento (o mais simples dos elementos finitos) serd usado para ilustrar diversos pontos funda-
mentais da teoria de elementos finitos. Como ainda nao foram introduzidos os métodos energéticos, os
conceitos de equilibrio serdo para a obtengdo das equagoes referentes a este elemento; esta formulacao é
chamada de formulagéo direta.

Considere a Figura 3.4, com as for¢as nodais do elemento de barra. A equacao de equilibrio de forgas

12
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Uy X2 |/ uxl L \l ux2

Figura 3.4: Forcas nodais do elemento de barra.

na dire¢ao x fornece
Po=-P. (3.1)

O estudo de barras sob carregamento axial realizado em Resisténcia dos Materiais mostra que a
equagao constitutiva (equagao tensao - deformagao), para este caso, é a lei de Hooke para tensoes na sua
forma mais simples (unidimensional), isto é,

Ope = Fegs (3.2)

onde 0., é a tensdo normal, E é o médulo de elasticidade e €, é a deformacdo axial, que é dada em
fungéo do deslocamento axial u, (x) ao longo do elemento por

du, (x)
dz

(3.3)

Exx =

A equagdo deformagao - deslocamento 3.3 pode ser reescrita considerando que a deformagao e, é
constante ao longo do elemento, como

AL
4

onde AL ¢é a variagdo do comprimento do elemento, devido & agdo das forgas nodais. Utilizando a
defini¢ao dos deslocamentos nodais (graus de liberdade) u,; € uzo , pode-se escrever a equagio deformagao-
deslocamento em termos das varidveis nodais, isto &,

Ugp2 — Ugl

Cor =1 - (3.5)
Note que, para um elemento de drea de segao transversal constante esta expressao é exata, o que

implica que a tensao também é constante ao longo do elemento.
Considerando o equilibrio nos nés 1 e 2, com auxilio da Figura 3.5, obtém-se, respectivamente,

P1 = —EAEIQJ (36)
P, = EAecg,, (3.7)

Substituindo-se a relagao 3.2 nas expressoes 3.6 e 3.7 tem-se

P1 = —EAEZI (38)
P, = EAey,, (3.9)
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Figura 3.5: Equilibrio nos nés.

e a subseqiiente substituicao da relacao 3.5 nas expressoes obtidas acima leva as equagoes

EA

P1 = *T (’UJxQ*’UJxl) (310)
EA

P2 = T(uzg—um) (311)

que podem ser reescritas na forma matricial como

e R (3.12)

Esta é a equacao do elemento de barra, na forma da equacao fundamental de elementos finitos, ou seja,
a equagao carregamentos-deflexes (ou carregamentos-deslocamentos).
A matriz obtida

[K€] = E—LA { _11 _11 } (3.13)

¢ denominada de matriz de rigidez [K€] do elemento de barra. O vetor

Py

el

(P} = { Py } (3.14)
¢ denominado de vetor carga { P} do elemento de barra. A equagao 3.12 pode ser escrita como

(K¢ ue = {P°} (3.15)

Uzl , .
onde {u¢} = { uJ } ¢ o vetor dos deslocamentos nodais.
T2

3.3. Superposicao dos Elementos de Barra: Matriz de Rigidez Global e Vetor
de Carga Global

Apoés obtidas as equagdes para o elemento de barra, retoma-se o problema da estrutura global, isto é, a
barra tracionada, discretizada, da Figura 3.2. Para representar esta estrutura modelada por elementos de
barra, necessita-se superpor os trés elementos usados na discretizagdo (considerar os trés elementos em
conjunto). O processo de superposi¢do de elementos finitos é direto e o meio de visualizd-lo é considerar
os trés elementos de barra separadamente, e entao uni-los.

As equagdes equivalentes & equagao 3.12 para cada um dos elementos de barra sao

P1 _ E1A1 [ 1 —1_ Uzl
{Pg} - 22 { (3.16)
P3 . E2A2 [ 1 —1_ Ug3
{P4} ] { (3.17)
P5 o E3A3 [ 1 —1_ Ugs
{Pﬁ} - 2211 { (3.18)
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Figura 3.6: Os trés elementos de barra usados na discretizagao da barra sob tragao.

Para superpor estas equagoes, cria-se uma matriz grande o suficiente para que cada elemento possa ser
inserido nela. Como apd6s a superposicao uzs = Ugzs € Uzq = Ugs , €Xistirdo apenas quatro deslocamentos
nodais independentes. Entao escreve-se

{}ia1 = 2 (3.19)

dwa \ Y26 ) 44

que é a forma légica para a matriz que representa o sistema superposto. Usando esta forma tem-se,
para o primeiro elemento

P1 1 71 O O ’U/xl
P2 B El Al —1 1 0 0 Ug2
0 (T, | 0 0 0 0 wa (° (3.20)
0 0 0 0 0 Uz
para o segundo elemento
0 0 O 0 O Uzl
Ps . E5 Ay 0 1 -1 0 Ugz2
P (" Ly |0 -1 1 0 Ugy (8.21)
0 0 O 0 O Uz6
e para o terceiro elemento
0 0 0 O 0 Uzl
EsA3 | 0 0 O 0 Uz
P ("I |00 1 -1 U (3.22)
P6 0 0 -1 1 Ug6

Adicionando as equagoes 3.20, 3.21 e 3.22, obtém-se a equagao representando os trés elementos su-
perpostos, ou seja, a equagao de elementos finitos para a barra sob tracao modelada por trés elementos
de barra, isto é,

{P9} = [K] {u"} (3.23)

ou
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Pl El A1 _El Al 0 0

ELIA Ei A LlE A Es A Uzl
P2 + P3 — o il * i1 L+ %12 . 22 5 0 Ug2 (3 24)
Py + Ps 0 _E%‘\z ELz ;42 + ELg ;43 . E]Z;qg "™ .
P By Ag By Ay u
6 0 0 3 = 26
A matriz obtida
E A _E A 0 0
L1 L
G _Ei A E A Es Ao Es A, 0
_ Ly L1 Lo T
[K ] B 0 _Ex Ay Eo As 4 E3 A3 E3 Az (325)
Lo Lo Ls s
0 0 _E3As E3 Az
Ls L3

é denominada de matriz de rigidez global [K G} de uma estrutura (ou de uma combinagao de elementos).
O vetor

Py
P+ P
G\ _ 2 3
{P“} = P 1P (3.26)
Ps

¢ denominado de vetor carga da estrutura {P“} . O vetor {u“} ¢ o vetor global de deslocamentos
nodais, ou vetor solu¢cao do problema.

Para o caso particular em que a barra sob tragao foi discretizada por elementos iguais, ou seja, com a
mesma drea de secgao transversal, o mesmo comprimento e o mesmo material, a matriz de rigidez global
pode ser escrita como

[K€] = (3.27)

onde pode-se notar, similarmente ao observado na equagao 3.25, que a matriz obtida é simétrica e ap-
resenta valores nao nulos apenas na diagonal principal e nas diagonais adjacentes a esta, caracterizando
o que se chama de matriz banda. Estas duas propriedades facilitam a resolugao do sistema de equagoes
simultaneas 3.24.

Na secgao 2.1 foi mencionado que os deslocamentos nodais poderiam estar associados as forgas nodais
P; , i =1,4. O cardter destas forcas pode ser relacionado a forcas distribuidas ao longo do elemento,
como as forgas concentradas aplicada ao modelo global. Esta diferenciacao ficard clara na apresentacao
da formulacao energética do elemento de barra. Ao analisar a estrutura discretizada nas secgoes 2.1
e 2.2 e equagao respectiva 3.24, vé-se que na auséncia de forgas distribuidas ao longo dos elementos e
interpretando as forgas nodais como carregamentos concentrados aplicados ao modelo global, as forcas
nodais P; , P, , P3 , Py e P5 sdo nulas. A tnica forga ndo nula é P , cujo valor é tomado como o da
carga aplicada P. Assim, para o caso em que a barra ¢é discretizada usando-se elementos iguais, a equagao
de elementos finitos 3.24 é escrita como

1 =1 0 0 Ug1 0

EFA -1 2 -1 0 U2 o 0

L |0 -1 2 -1 uga [ ) O (3.28)
0o 0 -1 1 Ugs P

O sistema de equagoes 3.28 ainda nao pode ser resolvido, pois a matriz de rigidez global é singular (tente
obter uma solugao para o sistema acima. Nao é possivel.). Esta propriedade é comum a todas as matrizes
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globais obtidas pelo processo de superposicao de matrizes de rigidez de elementos finitos. Fisicamente, a
razao para tal é o fato de nao se ter imposto ao modelo a sua vinculagao, ou seja, é como se a barra sob
tragao estivesse livre no espago. Portanto, é necessdrio impor condigoes de contorno sobre o sistema de
equagoes 3.28 para possibilitar a solugao do mesmo.

3.4. Condigoes de Contorno

Para a barra sob tracao dada na Figura 3.1, foi obtido o sistema equagdes simultaneas 3.28, que é a equagao
de elementos finitos para a estrutura discretizada da Figura 3.2, usando-se elementos de caracteristicas
iguais. Escrevendo cada equagao de 3.28 separadamente, tem-se:

Uyl — Ugz = 0
—Uz1 + 2 Uz — Uy =0
—Ugo + 2uw4 — Uge = 0

PL
—Ugq + Uz = EA

(3.29)

Como a barra sob tragao estd engastada no seu extremo esquerdo, o deslocamento do né 1 deve ser zero,
Ugp1 — 0
e o sistema acima é reescrito

Um1:0
—042uzg —uzg =0
—Uz2 + 2 Uzy — Uzg = 0

PL
—Ugq + Uz = EA

(3.30)

Notar que se u,; # 0, a segunda equagao teria um valor diferente de zero no seu lado direito. Por
exemplo, se o deslocamento do né 1 fosse prescrito com @; , entdo o sistema de equagdes seria escrito
como

Ug1 = U1
—0+2Uz2 — Ugs = Uy
—Ugz + 2Uzq — Ugg = 0 (331)
—Ugq + Ugs = %
Retornando ao sistema 3.30, pode-se escrevé-lo na seguinte forma matricial
1 0 0 0 Uyl 0
EA |10 2 -1 0 Uz 0
L 0o -1 2 -1 Uga [ 0 (3.32)
0 0 -1 1 Uz P
Nota-se novamente que se u;; # 0 , a forma matricial seria
1 0 0 0 Uz U
EFA 0o 2 -1 o0 Uz N
L 0o -1 2 -1 ugs [ 0 (3.33)
0 0 -1 1 Uzt P

Existem vérios outros métodos de imposicao das condigoes de contorno. Dentre estes vale mencionar
o método da penalizagao. Por exemplo, no caso em que u,; = %] € a equagao era

uml_quZOa
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adiciona-se Ku;1 no lado esquerdo da equacao e K1 no lado direito, ou seja,
(1+K) Ugp1l — Ug2 :0+Kﬂ1 .

Se K é um niimero grande comparado com os coeficientes de u,1 e uz2 (neste caso 1), entdo a equagao
acima ¢é aproximadamente a condicao de contorno, pois

Kuy ~ Kuy
ou

Upl U7 -
A discussao sobre os métodos de imposi¢cao de condicbes de contorno néao sera estendida, deixando-se
ao leitor a sugestao de consulta a vasta bibliografia existente sobre elementos finitos, se o interesse no
assunto existir.

3.5. Resolugao do Problema

A equacao 3.32 representa a equagao de elementos finitos para a barra sob tragao discretizada, usando-se
elementos iguais e com as condigoes de contorno impostas ao sistema de equagoes. Como u,; é conhecido,
ou seja, uy; = 0, a primeira equagao pode ser descartada e o sistema de equagdes 3.32 pode ser escrito
como

2 -1 0 Uy 0
EA v
< | -1 2 -1 Ups p =14 0 (3.34)
0 -1 1 Uy P
Escrevendo cada equagao separadamente resulta em
Ugq = 2 Ug2
—Uz2 +2Uzs — U6 =0 . Uze = 3Usz2 (335)
—Ugq + Ugs = % S U2 = %
e entao a solucao do sistema de equacoes 3.32 é
Uz 0
U,IQ P L 1
i 3.36
Ug4 FA 2 ( )
Uz6 3

A expressao 3.36 fornece o vetor global dos deslocamentos nodais para uma barra de comprimento
l e drea de secgao transversal A, constituida de um material isotrépico, homogéneo e linear (médulo de
elasticidade F), submetida a tragdo por uma forga P. Esta barra foi discretizada usando-se trés elementos
de barra iguais, de comprimento L e drea da secgao transversal A. Obtida a solucdo para o problema
proposto na figura 3.1, deve-se verificar a precisdo deste resultado.

EXEMPLO (Fig. 3.7):

A solugao analitica deste problema pode ser obtida da Resisténcia dos Materiais e é dada pela expressao
do deslocamento axial ao longo de uma barra submetida a carregamento axial (ver Popov, E.; “Introdugéo
a Mecanica dos Sélidos“. Edgard Bliicher, 1978, pédg. 116) :

X

P
Ua(e) = / = (2) g c (3.37)

EA
0
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Figura 3.7: Barra sob tragao

onde P, (x) é o esfor¢o axial ao longo da barra, sendo constante para este caso e igual a P. C é a condigao
de contorno de deslocamento no inicio da barra, sendo igual a zero para este caso. Entao, o deslocamento
do extremo livre da barra é dado por:

PL
Utilizando os dados acima, obtém-se
uy(r=1)=7,143 x 10 3cm . (3.39)

A solug@o deste problema utilizando o Método dos Elementos Finitos é dada pela equacao 3.36.
Fazendo uso dos dados fornecidos, incluindo a consideragao de usar trés elementos iguais de 10 cm de
comprimento cada um, obtém-se:

Ug1 0

ug2 ) 2,381z1073

ugs () 4,762210°3 ( (3.40)
Ul 7,14321073

Comparando 3.39 e 3.40 pode-se verificar a excelente precisao da solugdo fornecida pela aplicagdo do
Método dos Elementos Finitos ao problema da barra sob tragdo. Os valores uzo € ugz4 também podem
ser comparados com solugoes analiticas obtidas de 3.37, apenas trocando-se o limite de integragao.

3.6. Métodos de Solugao

Os métodos de solugdo das equagoes que representam a estrutura estudada sdo os mais variados. Entre
os mais usados destacam-se o método de eliminacao de Gauss e suas variantes, o método Skyline e o
método de solugao frontal. Nesta secgao, serd descrito o método de eliminagao de Gauss.

A equagdo de elementos finitos representando uma determinada estrutura tem a forma genérica

Ku="P, (3.41)
ou

Kij U; = B 5 (342)
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ou
(K] {u®} = {P°}, (3.43)
que é um sistema de equagoes lineares, que pode ser escrito como

az;=b;, i=1,N. (3.44)
Na forma expandida, o sistema de equagoes é
agll):cl + (I§12)$2 + a%)xg + ...+ agll\),xN = bgl)

agll)xl + a%)xg + a%)xg +... 4+ aélj\),:vN = bél)

agll)xl + a%)xg + a%)xg +...+ ag\),a:N = bél)
(3.45)
a%)lxl + a%;xg + ag\l,%xg +...+ ag\l,g\,xN = bg\l,)
e na forma matricial
1 1 1 1 1
EE R IICIRE:
TR UG I N D
a3;” Gz Gzz 0 O3y Ts b =14 b : (3.46)
1 1 1 1 1
A A

Um método de eliminagdo de Gauss padrao é dividido em duas partes, a eliminagao progressiva e a
retro-substituicao. A eliminacao progressiva serd descrita em detalhe para os dois primeiros passos e serd
generalizada para os outros usando notacao indicial.

O primeiro passo é eliminar os termos as; x1 , asy 1 ,---, ay1 1 do sistema de equagoes lineares 3.45,
como indicado abaixo:

)
1

definindo o pivo: p, = 1
)
11
agll):m + ag)xg + a%)xg +...+ CLS\),JJN = bgl) (3.47)
(“511) — P2 aff) n (“92) — P2 a%)) v (ag\), P2 aﬁ\)f) v = 05— paby
(a:(ﬁ) — b3 aﬁ)) T+ (a:(512) — b3 a(112)) Tat...+ (ag\), — b3 agll\)[) av = 0 —pybfV
(“5\})1 — PN a§11)> Tt (a%)z PN a§12)> T2 (ag\l,}\, PN aﬁ\),) oy = 0y —pw b

. - 2
Denotando os coeficientes das novas equagoes por agj) onde
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b5 =) —py bV 5 0 =0 — py 0l L (3.48)

tem-se :
aﬁ)xl + aglz)xg + a%)xg +...+ aglj\),xN = bgl)
ag)xg + ag?xg +...+ ag\),xN = ng)
aé22)$2 + ag23)x3 +...+ agZJ\),:EN = bg2)
(3.49)
05\27)2,%2 + a%%xi; + ...+ as\%\,xN = bg\Q,)
O segundo passo € eliminar os termos aé? To , afz) T2 yeery a5\2,)2 z9 . Usando a segunda equagao,
aﬁ) x + a%) T2 + a%) r3+...+ ag\), TN = bgl) (3.50)
ag) To + a%) T3+ ...+ ag\), N = b?)
Finalmente, ao se terminar (N-1) passos do processo da eliminagao progressiva, tem-se
agll) T+ a%) To + a%) T3+ ...+ aS\), N = bgl) (3.51)
ag) To + a%) r3+ ...+ ag\), TN = béQ)
a%) 3+ ...+ aé%\), N = bgz)
aE\J,V]\), TN = b%v)

Cada um dos passos acima apresenta um sistema de equagbes com a mesma solugdo, a qual pode
ser obtida diretamente a partir da ultima equacao, caracterizando o processo de retro-substituicao, que
comeca com

by
NN

e a solugdo para xy_1 pode ser obtida da equacao (N-1), ou seja,

b(Nfl) a(Nfl)
S L S (3.53)
IN-1= —N_1) N-1) IN- :

ay_1N-1 AN-_1,N-1
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O valor de qualquer x; pode ser obtido através da expressao genérica

b}gk) N a}(;;)

A j=k+1 Ok

O método apresentado acima é conhecido por Método de Eliminagdo de Gauss, o qual, com certas
modificagbes, leva aos métodos de Crout, Jordan, Aitken e Gauss-Doolitle.

3.7. Transformacao de Coordenadas

Nas secgoes 2.1 a 2.4 foi usado o elemento de barra referenciado a um sistema de coordenadas x coincidente
com seu eixo centroidal. Isto nao causou problemas na resolugao da barra sob tragao, mas seria desejavel
que as matrizes de rigidez e os vetores de carga pudessem ser escritos referenciados a um sistema de
coordenadas global, ndo coincidente com o eixo centroidal do elemento de barra. A razao para tal seria
a possibilidade da solucao de problemas de trelica, a mais importante aplicacao dos elementos de barra.
Portanto, considere o elemento de barra inclinado em relagéo ao eixo x, (ver figura 3.8).

Figura 3.8: Elemento de barra inclinado em relagao ao sistema x-y.

Observe que a coordenada ao longo do eixo centroidal do elemento de barra é s e que o deslocamento
ao longo do elemento de barra é dado por ug, sendo us; € ugo 0s deslocamentos nodais. 8 é o angulo entre
o0 eixo s e o eixo . A relacdo entre o deslocamento u, ao longo do elemento e suas componentes u; € uy
nas diregoes x e y, respectivamente, é

Us = Uy €OS 0 + u, senf. (3.55)

Uma forga axial F' pode ser decomposta em componentes nas diregoes x e y como
P, = P cosf (3.56)
P, = Psenf (3.57)

Pode-se entao escrever as relagoes entre os deslocamentos nodais e suas componentes nas diregoes x
e y como

Ug1

us1 | | cos 8 senf 0 0 Uy
{ Us2 }_ [ 0 0 cosf senf Ugo (3-58)

Uqy2
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e entre as forgas nodais e suas componentes nas diregbes = e y como

P cos 0 0

Py _ | sené 0 Py

P, 0 cos 0 { P, } ‘ (359)
Py, 0 sen 0

Introduzindo as relagoes 3.58 e 3.59 na equagao correspondente & equagao do elemento de barra 3.8,
agora reescrita em termos de ugs; € ugo , OU seja,

e I R S (3.60)

cos 0 0 Uzl Py,

obtém-se

senfd 0 £A L4 cosf senf O 0 uyp ) Py (3.61)
0 cos *TEA ETA 0 0 cosf senf Uy Py, ’
0 sen 0 Uy Py,
Apoés as multiplicagoes obtém-se
cos2 6 cos fsen 6 —cos? 6 —cosfsent Ugp1 P,
EA | cosfsend sen? §* —cosfsenf  —sen?6? un | ) Py (3.62)
L —cos? 0 —cosfsenf cos? 6 cos 0 sen 6 Uge [ ) Poz ’
—cosfsen  —sen?6? cos O sen 0 sen? 6? Uy2 Py,

A equagdo acima ¢é a equagao para o elemento de barra em relacdo a um sistema de coordenadas z-y
que nao passa pelo seu eixo centroidal, o qual estd inclinado em relagdo ao eixo x de um angulo . Sao
estas as matrizes de rigidez e os vetores de carga usados quando da resolucao de problemas de trelicas
usando elementos de barra.

EXEMPLO:

Determinar os deslocamentos nodais usando o MEF.

Dados:

Ei=Fy=FE;=FE=20x10° kgf/cm?

A1:A2:A3:A:10m2

L1:L2:L:100cm

P=T70kgf .

Solucao:

A matriz de rigidez de um elemento de barra no plano, de forma genérica, tem a seguinte forma:

cos? 6 cosfsend —cos? 6 —cosfsent
(K] = E_A cosfsend sen? 9> —cosfsend  —sen?6?
L —cos? 0 —cosfsenf cos2 6 cos fsen 6
—cosfsenf —sen?6? cosf sen sen? 62

Pode-se tabelar as propriedades de cada elemento como

ELEMENTO
1 2 3
0 0° 90° 45°
L(cm) 100 100 1002
A(em?) 1 1 1

E(kgf/em?) 20z 10° 20z 10° 20z 10°
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Figura 3.9: Trelica plana
sendo o vetor deslocamento {u} dado por:
Uzl
Uyl
{uy = U2 (3.63)
Uy2
Ug3
Uy3
A matriz de rigidez para cada elemento pode ser escrita como:
1 U1 QUvl U=z (Uy2 Uyl
EA 0 0 0 U
17 yl
(5] = 7= O (3.64)
simétrica 0 Uy
0“12 Ouy2 Oqu OuyS Uz
EA 1 0 -1 U
2] _ Y2
[K } =1 0 0 s (3.65)
simétrica 1 Uy3

Como a estrutura possui 6 graus de liberdade, a matriz de rigidez global serd de dimensao de 6x6. A
superposicao das matrizes dos elementos sobre a global, sera feita com a soma dos coeficientes que afetam
cada grau de liberdade do vetor deslocamento.

1 1 1 1 1 1
Z+2L3 21L3 s 0 _2%3 _2%3 U1
2L (1) 0 - 2L3 T 2L3 Uy1
= 0 0 0 Uz
[K¢|=EA L1 ! " (3.66)
) - y2
ST 1 1
stmetrica 55 X 55 ) Ug3
T T 1 U
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Figura 3.10: Graus de liberdade da estrutura.

As condigoes de contorno sao especificadas de acordo com o tipo de vinculagdo do problema. O modelo
apresentado na figura 2.10 ilustra todos os graus de liberdade possiveis, da estrutura, no plano.

A comparacio entre os modelos das figuras 2.9 e 2.10 permite que se determine as seguintes condigées
de contorno:

Ul =
Uyt = (3.67)
Uy2 =
o vetor de cargas da estrutura é:
P, 0
Py 0
Py | 0
Py (= 0 (3.68)
P3;1; P
Py, 0
Com isto, pode-se escrever
1 0 0 0 0 0 Uzl 0
1 0 0 0 0 Uy 0
1
+ 0 0 0 U 0
L 2 _
1 0 0 up 0 (3.69)
simétrica i ﬁ U3 P/EA
% + ﬁ Uy3 0

Eliminando-se as linhas e colunas, 1, 2 e 4, tem-se que o sistema de equactes acima fica reduzido a
apenas:

1

T (1) (1) Ug2 0

U 7L Ugs p =4 P/EA . (3.70)
0 o= (++7%) | Lwe 0
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A triangularizacao da matriz acima é obtida somando a terceira linha a segunda, com o sinal trocado.
A primeira linha também é multiplicada por L, e a segunda multiplicada por 2 L3 . Com isto tem-se:

10 0 U 0
01 1 Ups » =4 2PL3/EA (3.71)
00 1/L Uys ~P/EA

Da terceira equagao deste sistema, tem-se:

PL
= 72
da segunda equagao:
2P Ls
Ugs + Uyz = A (3.73)
com a retrosubstituicao tem-se:
oPL; PL P
=——+—=—(2L L). .74
Ug3 EA+EA EA( 3+ L) (3.74)
Resumindo:
PL
s = =2 (23 1) =0,0134 :
Uas EA(er 0,0134 cm (3.75)
PL
U = T = —0,0035 cm (3.76)

3.8. Arquitetura Basica de um Programa de Elementos Finitos

A grande atragdo que o método dos elementos finitos exerce sobre os mais variados usudrios impulsiona
a uma procura crescente por programas com mais variadas aplicagdes. Mas, o que é um programa de
elementos finitos? E um cédigo computacional, projetado para ser usado na solucio de certa classe de
problemas, que pode ser ampla ou restrita, mas que contém uma certa estrutura minima, inerente ao
mais simples dos programas de elementos finitos. E dessa arquitetura bésica, minima, que trata esta
seccao.

Todo programa de elementos finitos deve ter pelo menos cinco etapas, quais sejam: A entrada de
dados, a superposicao das matrizes e vetores do elemento, a imposicao das condigoes de contorno, a
solugao do sistema de equagoes e a saida dos resultados.

A fase da entrada de dados é uma das mais sofisticadas etapas de um programa de elementos finitos
moderno. Basicamente, nesta fase sao introduzidos no programa, o nimero de nés, o nimero de elemen-
tos, a conectividade dos elementos, as coordenadas dos nés, as constantes do material e as constantes
geométricas do problema. Além disso, a leitura das condigbes de contorno pode ser feita nesta fase,
como também as condigoes de carregamento podem ser aqui inseridas. O que torna esta fase sofisticada
(se bem que facilmente utilizdvel pelo usudrio) nos programas modernos, sdo os mecanismos de geracao
automética de malha, que produzem efeitos contundentes na qualidade dos resultados. Cite-se aqui, entre
outros, os geradores de malha sensiveis & geometria a ser discretizada e os geradores de malha de refino,
usando medidas de erro da solugao do problema em um passo anterior.

A fase de superposi¢do de matrizes e vetores de carga do elemento ¢é direta, sem grandes segredos, a
nao ser quando a superposicao deva ser feita tendo em vista um método de solucdo especial. Esta fase,
evidentemente, contém as fases de geracao das matrizes de rigidez do elemento e dos vetores de carga.

A fase de imposicao das condigoes de contorno também é livre de complicagoes, podendo variar o
modo como se fard esta alteragao das equagoes globais da estrutura a ser estudada.

26



ENTRADA DE DADOS

SUPERPOSICAO DAS MATRIZ DE RIGIDEZ
MATRIZES DE RIGIDEZ DO ELEMENTO
E
VETORES DE CARGA VETOR DE CARGA
DO ELEMENTO DO ELEMENTO

CONDICOES DE
CONTORNO

SOLUGCAO DO SISTEMA
DE EQUACOES

SAIDA DE RESULTADOS

Figura 3.11: Arquitetura bésica de um programa de elementos finitos.

Também a fase da solucao do sistema de equagdes que representa a estrutura estudada é uma etapa
direta, podendo variar os tipos de métodos de solucao, que sao muitos. Citam-se entre os mais usados,
o método de eliminagao de Gauss, o método Skyline e o método da solugao frontal. Cada um destes
métodos tem suas vantagens e desvantagens, cabendo ao usudrio uma detalhada anélise para a escolha
do método mais apropriado, quando da montagem de um programa. Quando o usudrio estd utilizando
um programa estabelecido, o conhecimento desta fase é advindo apenas de mera consciéncia profissional.

A fase de saida de resultados também é uma das mais sofisticadas etapas em modernos programas de
elementos finitos. A saida de resultados pode ser feita apenas pela impressao de niimeros, que devem ser
interpretados pelo usudrio. No entanto, qualquer programa moderno, que tenha ambigoes de se estabelecer
no mercado, deve possuir saidas gréficas, que facilitem e acelerem o uso e interpretacdo dos resultados.
Deve-se aqui citar o uso intensivo de programas de elementos finitos no campo de CAE/CAD/CAM,
tornando-se a saida grafica um imperativo.

Evidentemente, cada programa de elementos finitos possui sua estrutura prépria que pode apresentar
muito mais fases do que as aqui apresentadas, mas necessariamente ele deve conter as fases bédsicas aqui
discutidas brevemente.

3.9. Formulacao Energética do Elemento de Barra

3.9.1. Métodos Energéticos

Os métodos energéticos sao baseados na idéia de se encontrar estados consistentes de corpos ou estruturas
associados com valores estaciondrios de uma quantidade escalar caracteristica de corpos carregados. Em
engenharia, esta quantidade é usualmente uma medida de energia ou trabalho. O processo de encontrar
valores estaciondrios de energia requer o uso de uma disciplina matemaética chamada Célculo Variacional,
que envolve o uso de principios variacionais.

Neste curso introdutério, nao serd necessario discorrer sobre este assunto com profundidade, uma vez
que os métodos energéticos serao introduzidos e utilizados com o uso de Célculo Diferencial. Dentro
do universo dos métodos energéticos existe uma gama variada de métodos e principios variacionais, por
exemplo, o principio da energia potencial estaciondria, o principio da energia complementar, o principio
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maximo

ponto de sela

minimo

Figura 3.12: Pontos singulares de uma funcao F(x)

misto de Reissner, os principios hibridos, os quais sao comumente usados em aplicagoes do método dos
elementos finitos.

Em palavras simples, o termo estaciondrio pode significar um méximo, um minimo ou um ponto de
sela de uma fungdo qualquer F'(x). Para encontrar o ponto ou valor estaciondrio, a derivada de F' em
relagao a x é igualada a zero e equacionada isto é,

dF:0

— (3.77)

3.9.2. Energia Potencial

No caso de anadlise de tensoes e deformagoes, a funcao F' é freqiientemente representada por uma fungao
de energia. Por exemplo, pode-se definir F' como a energia potencial de um corpo carregado. Se um corpo
eldstico linear estd em equilibrio, pode-se mostrar que ele assume a energia potencial minima. Usando a
notacao usual, a energia potencial serd representada por 7, , onde o indice p indica energia potencial.

A energia potencial é definida como a soma da energia de deformagdo U trabalho realizado pelas
forgas externas W, isto é,

T, =U+W (3.78)

Ao aplicar o principio de minima energia potencial, essencialmente toma-se a derivada (ou variagéo)
de m, e iguala-se a mesma a zero. Assumindo que o carregamento permanece constante, tem-se

§7,=6U+8W =0, (3.79)

onde o simbolo ¢ indica a variacdo da energia potencial 7, . A variac@io pode ser interpretada como
composta de uma série de derivadas parciais de m, . ¢ é um sfmbolo compacto usado para indicar a
variagdo ou uma série de derivadas parciais. Para o uso deste simbolo neste curso, interpreta-se § como o
sfmbolo que indica as derivadas de 7, em relacdo as coordenadas independentes ou varidveis em termos
das quais ela é expressa. Por exemplo, se

Tp = Tp (u:cla Ug2y - - 7u:cn)

28



y né 1

AE
A T i
p, | P, X

| L |

Figura 3.13: Elemento de barra.

onde Uy, Ugza, - - . , Ugy 80 0 nmero total de varidveis (nos nés), entao
omp, =0
implica
omp
=0 3.80
8 Uz ( )
om
_—P _ 9
8’LLI2
on
p — 0
O Ugzn

onde n é o nimero total de varigveis.
O fato de que para corpos eldsticos e lineares em equilibrio o valor de 7, ¢ um minimo, pode ser
verificado mostrando-se que a segunda derivada ou variacdo de 7, é maior que zero, isto é,

m,=8U+8W )0 (3.81)

3.9.3. Elemento de Barra - Formulagao Energética

O elemento de barra é um elemento reto - considerado aqui com secgao constante - capaz de suportar
apenas cargas axiais.
O estado de tensGes na barra é:

Oze # 0 (3.82)

Orz = Oyy=0yg =0y, =0z, =0.

Como o deslocamento u ao longo do elemento varia linearmente, pode-se substituir a funcao desloca-
mentos exata pela seguinte funcdo aproximada:

Ug(z) = U1 P1 + U2 Py (3.83)
onde ; sdo as fungdes de interpolagao

pr = a1xr+az (3.84)

¢ ( 0) = 1oa=

pr(r=L) = 0—a1L=—as
T
=-Z 41
1 7



u, =1

u, =0

Yy = bix+b (3.85)

px=0) = 0—=0b2=0
po(r=L) = 1—-b=1/L
oz
502_-[/

L

Substituindo 3.84 e 3.85 em 3.83, tem-se:

Para um estado uniaxial de tensdo a deformagao ¢,, é dada por:
dum(z)
T

assim:

o que fornece

Uy U2 1

ar =T+ =

Uy — 1) . (3.87)

O método aqui empregado para a obtencao da matriz de rigidez é baseado no Principio dos Trabalhos
Virtuais, que é baseado na energia potencial do sistema. A energia potencial é aqui designada por 7 ,
sendo igual & soma da energia interna do trabalho realizado pelas forgas externas W, podendo ser assim
escrita:

T=U+W (3.88)

onde a energia de deformagao é dada por:

U= /UTadV (3.89)
14

N —

e o trabalho externo, por:
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W:—/ Pgude—/PSTuwdS (3.90)
\% S

sendo Pp forgas de corpo e Pg forgas de superficie.

O principio do trabalho virtual (PTV) é derivado da funcdo energia potencial total, assumindo que
um deslocamento virtual (u’) é aplicado num estado de equilfbrio deslocamento. O PTV estabelece entao
que a soma do trabalho realizado pelas forcas aplicadas e da energia armazenada para este deslocamento
é zero. Em forma de equagao, o PTV fica assim escrito:

U+W =0 (3.91)

onde: U’ é a variacao na energia da deformagao para o deslocamento virtual e W’ ¢é o trabalho virtual
realizado pelo deslocamento virtual.

3.9.4. Determinagao de U e W

A expressao geral de U é:

1 v 1
/V [ﬁ (Jiz + U?QJ?J + ng) + E (Uzzayy + 032022 + Uyyazz) + ﬁ (Jiy + Uiz + 032;2) (392)

tendo em vista o estado de tensoes, a expressao acima fica reduzida a:

1

U=—
2F ),

oy dV. (3.93)
Substituindo-se a expressdo da Lei de Hooke (0., = €, F) na expressio acima, vem:

1 E?
= ﬁ/ ﬁ (ﬂg — ’L_Ll)QA dz (394)
L

isto porque o, € constante na drea e dV = Adx.
Entao, como u,1 e uz2 sdo independentes de x, pode-se escrever 3.94 da seguinte forma (matricial):

U:%{a1 ag}/OLEL—f{_ll 11}da:{g;} (3.95)

que integrando fornece:

1 { } EA _EA i
U=—-1 u1 U |: o :| { _ } (3.96)
2 - L U2

Como a barra em estudo estd submetida apenas a forgas discretas, e nenhuma forca de corpo atua, a

expressao do trabalho fica reduzida a:

N

W o= =) Piug (3.97)
i=1
_ _ o P

W = —Plul—PQUQ:{ Uy U } ]52 .

Desta forma, o potencial total da barra é:

772%{1]1 ag}ETA{ll 11} {Z;}_{ﬂl Uy {2} (3.98)



Aplicando o PTV, ou seja, aplicando a variagao U/ + W/ = 0, vem:

ETA{_H _11}{52}—{2} (3.99)

sendo

(K] = E—LA [ 51 _11 } (3.100)

a matriz de rigidez do elemento num sistema de coordenadas coincidente com o eixo da peca,

{fuy={w a } (3.101)
o vetor deslocamento no sistema local,
{(Py={ P P} (3.102)
o vetor carga.
Pode-se escrever, finalmente:
[K¢] {u®} = {P°} . (3.103)
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4. ELEMENTO DE VIGA

De acordo com a teoria de deflexdao de viga - teoria usada em engenharia - a deformacao é caracterizada
basicamente pela linha eldstica.

Sao aqui desenvolvidas trés formulagoes, duas usando o método direto - para dois graus de liberdade
por né e para trés graus - e uma usando o método energético - para dois graus de liberdade.

4.1. Formulagao Direta - Flexao Simples - Viga Plana e Reta

E aqui considerado um elemento de viga plana e reta, com dois graus de liberdade por né, uma rotagao
em z e um deslocamento linear em y.

y

A
/92
et
— -
L
>
né 1 I< L \| noé 2

Figura 4.1: Elemento de Viga.

Na figura 4.2 estdo apresentadas as decomposic¢oes dos deslocamentos mostrados na figura 4.1, ou seja,
compondo adequadamente as deformacoes da figura 4.2 obtém-se a deformada da figura 4.1.
Lembrando o método RAYLEIGH-RITZ

1
u(z) = Z(Dl U, (4.1)

onde @, sao as fungdes de interpolacao usadas para aproximar a solugao exata.

A figura 4.2(a) representa o modo de deformacdo ®; , onde uy; = 1,601 =1, up =1leby =1
(lembrar que estao sendo considerados apenas dois graus de liberdade por né - e caso plano -, assim, v,
€ Uyg Nao sao considerados).

Na figura 4.3 estd apresentada uma viga cuja vinculagdo (e carregamento) permite a deformagao
apresentada em 4.2(a).

A linha eldstica (u,(z)) pode ser deduzida a partir da expressao 4.2, onde o momento M (x) é igual
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Figura 4.2: Funcoes de interpolagao.

a Vi z — M, (CONFERIR!) :

EIdQuy—M(x)—Vx—M (4.2)
de — — 1 1- .
Integrando duas vezes, vem :
a3 x?
EIuy:‘/lF—Ml7+C’1x+Cg. (43)

Para determinar as constantes de integragao C7 e Cy pode-se usar as seguintes condigoes de contorno
(ver figura 4.3):

du

8 (@=0) = 0-C1=0 (44)
L2 L3

uy(x=1L) = 0_>C2=]\41—2 —V1—6

substituindo Cy e C 4.4 em 4.3, tem-se :

1 z3 x? L? L3
Uy () = — (Vi——My—+M1— - Vi—|. 4.5
@ =57 "% 12 2 e (4:5)
Para determinar os coeficientes da matriz de rigidez a partir de 4.5 é interessante escrever toda esta
expressao em termos de V; ou de M; . Isto pode ser conseguido com o uso da seguinte condicao de
contorno :
L

(0 =1)=0— M = 7. (4.6)

duy
dx
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M, > —— — ———9

Figura 4.3: Viga Engastada.

Substituindo-se agora M; 4.6 em 4.5, vem :

Vi 23 2L L3

Define-se agora o coeficiente de influéncia de rigidez k;; , como sendo a forca associada com o i-
ésimo grau de liberdade, devido a um deslocamento unitdrio no j-ésimo grau de liberdade, sendo os
deslocamentos dos demais graus de liberdade nulos.

Para determinar k17 pode-se proceder da seguinte forma :

- Sabe-se que k11 € o valor da forga aplicada no né 1, dire¢do u,; (ver figura 4.1), quando u,; =1 e
01 = uy2 = 02 = 0 . Entao, aplicando-se estas condicoes em 4.7, vem :

12E1

Uyl = 1 ’ 91 = Uy2 = 92 = O7 com V1 = k‘n — k311 = 73 . (48)
Por simetria, tem-se que k33 = k11 .
Colocando-se V7 em evidéncia em 4.6 e substituindo em 4.7, vem:
2M, [2® 2°L L2 I®
= — — — + My— 4+ —. 4.9
w@ =g |52 Mgt (4.9)
Assim, quando u, (x = 0) = u,1 = 1, My = koy , portanto:
6F1
ko1 = Iz (4.10)
Por simetria ko1 = k12 (lembrar que a matriz de rigidez é simétrica).
A matriz de rigidez para um elemento de viga plana, com dois graus de liberdade por né é:
ki1 k2 ks kg
[K] — k21 k22 k23 k24 ] (411)

k31 ksa  ksz  kaa
kar kaz ks kag
Portanto, ji foram determinados - usando o modo direto, ou seja, determinando diretamente os

coeficientes de rigidez a partir da linha eldstica - os coeficientes k11 , k12 , k21 € k33 . Em principio tem-se
ainda a determinar os demais doze coeficientes.
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Para a determinacao de k41 , k14 , k31 € k13 pode-se proceder da seguinte formas:
Do somatério dos momentos em torno do ponto 2 (né 2), figura 4.4, vem:

12FET 6FI
ZMQ = O—>k41:k11L—k21—>k41:T—7 (412)
6F1
k41 = 7
Por simetria : k14 = ]{341 .
A
k3
Tkll
ks 1 % —— ka1
2
l S e
Figura 4.4: Coeficientes de rigidez.
Do somatério das forcas na vertical, figura 4.4, vem :
ZFU =0— ]{331 = _kll = k‘13. (413)

Por simetria, tem-se: k43 = kgqs = —ko1 (ver figuras 4.2(a) e 4.2(c)).

Para determinar kay , k32 e kg2 (lembrar que k15 ja foi determinado anteriormente por simetrial)
pode-se determinar a linha eldstica da viga da figura 4.3 com as condigdes de contorno da figura 4.2(b),
ou seja :

uy(r=0) = u=0—-Cr=0 (4.14)
duy Vi L?
dl‘ (.T ) 2 0 — Cl 1 B
Substituindo C; e Cs 4.14 em 4.3 vem:
3 2 Vi L
Eluy:%%—Ml%—i-(J\/hL—lT)w—i-O. (4.15)
Com o uso da seguinte condigdo de contorno tira-se uma relagao entre V; e M :
3 M
uy(x:L):uy2:0—>V1:—1, (4.16)
2L
que substituida em 4.15 fornece:
My [ 2® 22 Lz
et T N A Tt 4.1
uy (@) = 77 {4L 2 4 (4.17)

Da definicao de coeficiente de rigidez tem-se que, para

duy

e (x=0) =0, =1 (equagdo 4.17 ) — M; = koo,
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assim, aplicando estas condigoes em 4.17, vem :

boy = ——. (4.18)

Da condicao de simetria tem-se kqq = koo .

ko, 1 ky2
2
L
/
Figura 4.5: Coeficientes de rigidez.
Do somatério das forgas na vertical (ver figura 4.5) tem-se kzo = —kio ( k12 ja foi determinado
anteriormente). Por simetria ko = k3o .
Do somatério dos momentos em torno do né 2 (figura 4.5), vem:
6EI 4FI

ZMz = 0—>k42=k12L—k22—>/€42=T—T (4.19)

2F1

ko = 5

Por simetria, kog = k42 , e ainda kgq = koo (ver figura 4.2).
Portanto, tem-se a seguinte matriz de rigidez para um elemento de viga plana, reta, com dois graus
de liberdade por né, sem considerar o efeito do cisalhamento para o cédlculo da linha elastica:

12 6L —12 6L
)= B | 6L 4L* 6L 217
I3 | 12 6L 12 6L

6L 2L* —6L 4L

(4.20)

4.2. Elemento de Viga - Flexao e tragao - com cisalhamento

De acordo com a teoria de flexdo de vigas (teoria usada em engenharia) a deformagdo é caracterizada
basicamente pela linha eldstica. Sera considerado aqui que o elemento de viga possui trés graus de
liberdade por né: uma rotagao em z e duas translacoes - deslocamentos vertical e horizontal.

Considere-se assim, para uma primeira anglise, o elemento de viga como sendo uma barra reta de
secao constante, capaz de suportar apenas cargas transversais e axiais.

O elemento possui dois nds com trés graus de liberdade cada um. Assim, a matriz de rigidez do
elemento serd de ordem 6x6, relacionando os deslocamentos nodais com as seis forgas nodais.

Uma maneira bastante simples de se obter os coeficientes da matriz de rigidez é através da utilizagao
direta do conceito do coeficiente de rigidez k;; , conhecido como método direto.

Aos deslocamentos nodais apresentados na figura 4.6 estdo associados as seguintes cargas general-
izadas:
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Figura 4.6: Elemento de viga com 3 graus de liberdade por né (deslocamentos nodais).

Vi Vi

Py

X
\1162

N\

e

P,

— Lo

Figura 4.7: Elemento de Viga ( forgas nodais).

Deslocamentos nodais — uz1  uy1r 01 Uz2  uy2 02
Cargas associadas P, Vi M, B Vo Mo
O sistema de equagoes é da forma:

(K] {u} = {P}

onde:
[K] — matriz de rigidez ( coeficientes de influéncia de rigidez).
{P} — vetor forga.
{u} — vetor deslocamento.
A matriz [K] é:

ki1 ki kis ki ks Kis
ka1 koo koz kos kos  kos
k31 k3 ks k3s kss ks
ka1t ki kazs kas kus ke
ksi ks2  kss ksa Kkss  Kse
ke1 ko2 ko3 kes Kes Kes

(K] =

sendo os k;; os coeficientes de influéncia de rigidez que serdo agora determinados.
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O termo tipico k;; ¢ definido como uma forca no i-ésimo né devido a um deslocamento unitédrio no
j-ésimo né, sendo os demais deslocamentos nulos.
4.2.1. CARGAS AXIAIS: P, e P,

A equacao diferencial para o deslocamento axial u de uma viga de secao uniforme, sem cargas térmicas,
é:

duy  dug dﬂ

o
P=-FA—e= =cF === . 4.23
dz " " dz ' """ ds TE AE (4.23)
L L
| |
e ——————————| —— N ——— -3
P, \il=1 7 B Py Nus=o0 — P
A = . x =1 2
X (a_) uﬂ =0 }—X> (b) u)ﬂ
Figura 4.8: Deslocamento da barra sob carga axial.
Integrando a expressao acima vem:
Piz=—-FAu, + C;. (4.24)

Para determinagao da constante de integracao C; pode-se usar a condi¢ao de contorno u, (x = L) =0
, (figura 4.8a), o que fornece:

P L=C, (4.25)

assim:

P,
Pix=-FAu, +P,L — ug;:—lE(L—x). (4.26)

Usando a defini¢ao do coeficiente de rigidez, faz-se u, (x = 0) = u,; = 1 tem-se:

ki = —, (4.27)

ou seja, para uzs = 0 , deve-se aplicar uma carga Py = F A/L no ponto 1 para que
up1 = 1.
Assim, para estas condigoes :
Py =k (4.28)

Das condigoes de equilibrio na diregao x, vem:

FA
kit +kis1=0 — P +P=0 . ky= I (4.29)

Raciocinio andlogo pode ser feito fixando-se u,1 (ou seja, fazendo-se u,1 = 0 ) e fazendo-se u,o = 1
(figura 4.8b).
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Dai resulta:

EA EA
kg = — === 4.
44 3 3 k14 L (30)

Com estes elementos ja definidos, a matriz de rigidez estd assim montada:
EA EA
== k2 ks =5 ks ke

T T
kor koo koz  kos kos  kos
k31 k32 ksz  kas K3z ksg

K] = 4.31
K] —E4 kyy kiy B2 kus kue (4.31)
ks1 ks kss  ksa ks kse
ker ke kes  kea  kes Keo
4.2.2. CARGAS TRANSVERSAIS: V; e 1,
A deflexdo de vigas sujeitas a cargas transversais é dada por:
Uy = Uyf + Uye (4.32)
onde:
uy s — parcela devida & flexao.
uy. — parcela devida ao cisalhamento.
As relagoes carga-deslocamento, nesse caso, sdo dadas por:
duye A%
e — 71 4.33
da A, G (4.33a)
d2 Uy f
onde:
a — fator de correcdo para a tensao cisalhante média;
A, — érea efetiva de cisalhamento;
G — mdédulo de elasticidade transversal;
I — momento de inércia em relacao ao eixo z;
E — mdédulo de elasticidade longitudinal.
Integrando a expressao 4.33a, vem:
aly
uyc = —m X + C (434)
Integrando duas vezes a expressao 4.33b, vem:
V; 3 M 2
Elu, =22 12‘7: +Cy a4 Cy. (4.35)
Somando 4.34 e 4.35, e rearranjando, vem:
Via® M x? EIV;
Elu,=-—2 208 82, Oya+ G (4.36)

6 2 A,G

OBS: P; e P, ndo tém influéncia nos deslocamentos uy1 , 01 , uy2 € 02 .
Para a determinagao das constantes de integracao da expressao 4.36, aplicam-se as seguintes condicoes
de contorno:
duy du aVy
dz ( ) dx ( ) A, G
uy (x=L) = 0. (4.37b)

(4.37a)
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Figura 4.9: Viga com carga transversal.

Aplicando as condigoes 4.37a na expressao 4.36, vem:

duy 1 aFEIV; aVy

iz @=0 EI[ ' We } A,G ! (4.38)
du, _ 1 [WI? aFEIV; _alh . WL

diC (.’L‘—L) = EI|: B —MlL— AyG +Cl = AyG .. M1— B .

Aplicando a condicao de contorno 4.37b em 4.36, vem:

VL3 M L?> oaFEIViL
ET =L) = 0= — — CiL+C 4.39
M L? WL} «aFEIViL
C - .
2 2 RWe
Substituindo-se 4.38 na expressao acima e rearranjando, vem:
VL3 12aFE1
Cy = 1 de p = ———. 4.40

Assim, substituindo-se as constantes C; e Cy na expressao 4.36, fornece:

o 1 V1$37M1£C27V1¢$L2+‘/1L3
- EI 6 2 12 12

Uy (1+¢)]. (4.41)
De posse da equacao 4.41, que representa a linha eldstica da figura 4.9, pode-se, através do uso da
definicao do coeficiente de rigidez, determinar os k;; correspondentes as forcas aplicadas.
Assim, quando uy1 =1 € uz2 = uy2 =0, tem-se Vi = kas ,

Uy (v=0) = uy =

1 [WI3 12E1
[Vl (4.42)

= b B (1 + (b)] oo koo = JER 0T ¢)

Para a determinacao de ks3s pode-se proceder da seguinte forma: aplicar o equilibrio de momentos em
torno do ponto 2 (figura 4.10).

> My =0— kyy L = ke + ko (4.43)
como
koo L

ko2 = k3o — k32 = 2; (4.44)

portanto:

6L 1

k3p = ————= = ke2. 4.45
2= T ke (4.45)

41



Figura 4.10: Modelo para andlise do equilibrio da viga.

Das condigoes de equilibrio tira-se:

12E1

ZFYJ:O_’VQ:_Vl ks2=_m'

(4.46)

4.2.3. MOMENTOS FLETORES: M; e M,

Para determinar os coeficientes de rigidez associados com as rotagdes 01 e 0o , submete-se a viga a cargas
de flexdo como mostrado na figura 4.11.

%\ )
Ml( @ Z )MZ

“xl=“y1=0 ‘ L ux2=uﬂ= 8, =0
I

Figura 4.11: Viga sob flexao.

A equagao diferencial da linha eldstica é idéntica a equagao 4.36, pois o sistema de forcas atuantes é
o mesmo. O que muda sao as condigoes de contorno para este caso.

Vlm?’_Mlxz aEI1V;

Elu,= 5 5 1,G x4+ Crz+ Cs. (4.47)
As condigoes de contorno sao:
Uy (z=0) = 0—-Cy=0 (4.48a)
du aVy Vi L?
El—-YL(z=1L) = ——— =M L—- 4.4
e (x=1) el Gy 1 5 (4.48b)
1 [wL® ML?> oFIViL , WIL?
/ - L) = _ _ _ ML A 4.4
wle=L) = 0=57175 > A6 T (4.48¢)
Desta expressao resulta:
6 M, 6 M, 12aFE1
V — = —_— = — 4.49
T N A A v A S WeN (449

Pela definicao do coeficiente de rigidez pode-se tirar os seguintes k;; :
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- sabe-se que
My =ksz quando 61 =1 e wuy =uy =0, =0. (4.50)

- como estd sendo considerado cisalhamento na expressao 4.47, pode-se tirar a parcela referente a
flexao da seguinte maneira:

Uy = Uy f + Uye (4.51)
duy duyr  duye duyy duy  duyc
-y Zy) e i 7 R N—— 4.52
dx dzr + dzr - dzr dx dx ( )
Para o ponto x = 0, tem-se:
duyg — _duy o duye (4.53)
dx (xz=0) dx (z=0) dx (xz=0)

onde:
(I) = x = 0 na expressao derivada de 4.47.
(IT) — inclinagdo na linha eldstica referente ao cisalhamento.

Daf sai:
duys 1 Vi L?
Te @=0=57 [ ! 2 ] (4.54)
e substituindo-se o valor de Vi = f (M;) na expressdo acima fornece:
duyf ML [1+¢
_— = = _— 4.
de @=0=TF7 [4+¢] (4.55)
Da defini¢ao de coeficiente de rigidez:
duyf (4+¢)ET
— O el 1 M = k .‘. kj = _— 4.56
dx (z ) — My 33 33 T (4.56)
Das condigoes de equilibrio da viga, vem:
F, = 0-Wh=-1 (4.57)
M @=L) = 0—M=-M+VL
Destas expressoes e da definicao de coeficiente de rigidez, vem:
6F1 (2—¢) ET
krn — — : = - 4.58
BT T2 (11 9) T+ L (4.58)

De raciocinio anglogo, fixando-se agora a extremidade esquerda da viga (com engaste) e apoiando-se
a direita, vem:

4+9¢) EI
kes = —_. 4.59
Das condigoes de equilibrio e de simetria da viga sai:
12E1 6E1
kss = koo = ————= ; ksg=—kay=——5—7—. 4.60
55 22 = 73 Ty 56 23 Z(1+9) (4.60)

43



Como a matriz de rigidez é simétrica, nao héd a necessidade de se determinar, por exemplo, o kg5 ,
pois sabe-se que kg5 = ks , k32 = kogz e assim por diante.

Por esta caracteristica de simetria da matriz de rigidez, pode-se escrever a matriz de rigidez para um
elemento de viga reta considerando cisalhamento da seguinte forma:

(B4 0 0 B4 g 0]
12F1 6E 1 0 __12B1 651
L3(1+¢) L>(1+¢) L3(1+¢)  L*(1+¢)
4o ET 0 —_SBI 2-0E1
L L2(1 I+¢ L
(K] = 1+¢ A é +9) +¢6 (4.61)
L
o 1281 651
stmetrica I2(ité) ~I2(1+9)
4o ET
L I+¢ L

A matriz de rigidez para um elemento de viga reta sem considerar o efeito do cisalhamento (de acordo
com T. H. Richards, Energy Methods in Stress Analysis, John Wiley, 1977), fica:

EA

- 0 o -£Z4 0 0
1251 651 0 _12B1 GBI
g 4@ 0 _ 61 2@
2
(K] = N (462)
L
simétrica 12;5” *%
IE:

Comparando-se as duas matrizes pode-se verificar que a primeira refere-se a um caso mais geral e,
através de simplificagoes, pode-se chegar facilmente & segunda.

As duas matrizes anteriores estao escritas para o sistema local de coordenadas do elemento de viga,
ou seja, s6 pode ser aplicado para casos em que o sistema global de coordenadas coincide com o sistema
local. Para que seja possivel a resolugao de vigas em que o seu sistema intrinseco (sistema local) esteja
inclinado com relacao ao sistema global, deve-se transladar a matriz de rigidez de um sistema para o
outro.

¥ global

X
global

Figura 4.12: Sistemas de coordenadas local e global.
Para rotacionar o sistema de coordenadas, utiliza-se a expressao:

{u}, = [T7] {uj, (4.63)

onde:
{u}, — vetor deslocamento no sistema local;
{u}, — vetor deslocamento no sistema global;
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[T] — matriz de transformacgio de coordenadas.
A matriz de transformacio no plano é dada por:

cosf senf 0 0 0 0
—senf cosf 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1] = 0 0 0 cosf senf O (4.64)
0 0 0 —senf cos® O
0 0 O 0 0 1
Os vetores deslocamento estao abaixo explicitados:
Uzlg Uzl
Uylg Uyl
o L_) o0t (4.65)
Ug2g Ug2
Uy2g Uy2
0 0

Para obter a matriz de rigidez do elemento no sistema global deve-se efetuar a seguinte operacao:
e T e
(K], =[T]" [K]; [T] (4.66)

onde
K¢ — matriz do elemento no sistema local.
g

A primeira operacio [T]” [K] , fornece (considerando o elemento de viga sem cisalhamento):

4 cos %senﬂ 0 f%cosﬂ fﬁsenﬂ 0
L23I senf L Icos@ % %sen@ —%sen@ %
gé sen 6 %2 cosf TI %—g sen 0 —8L 050 %
—? cos —Z sen < cos < sen
2L sen 16‘?3[ cos 0 —?g 1531 sen 0 1L2 Lsenf — 9—5
6I sen 0 51 cosh 21 5L gen —8L 050 41
L T L
Multiplicando agora a matriz acima por [T], chega-se a
[ AL%c24121s%2 AL%2—121 61 —AL%2_121s2  —AL%4121 —61 . ]
3 73 SC z8 3 3 sC 2
AL%s24121c2 61 —AL%*1121 —AL%s?_12I¢2 61
I° z¢ s S¢€ 7 z€
ar 8L g — 8L, 2I
_ T L L
[K]=E AL? %+1215 AL2—12I 61 (4.68)
75 sc 778
. , . 2 2 _
simétrica ALSL—'EIZIC LGQI c
ar
L 7

onde s =senf e c = cos 0, é a matriz de rigidez de um elemento de viga plana, com 3 graus de liberdade
por né, no sistema global de coordenadas.

4.3. Elemento de Viga: Formulacao Energética
Considere o elemento de viga de se¢do transversal simétrica, mostrado na figura 4.13, onde u;; € Uz 880

os deslocamentos nodais transversais. Note que o eixo s, inclinado em relagdo ao eixo x de um angulo 6
, coincide com a linha centroidal do elemento.
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Figura 4.14: Viga bi-apoiada.

As equagses que regem o comportamento deste elemento sdo aquelas obtidas da teoria de vigas em
Resisténcia dos Materiais. Considere uma viga bi-apoiada (figura 4.14) com carregamento distribuido
p(s), da qual retira-se um elemento infinitesimal s, o qual é mostrado na figura 4.15, com os esforgos com
uma convengao coerente.

As equagoes de equilibrio na diregéo ¢t e em torno do eixo z fornecem:

A A
V}<s+7s>vt<578>+p(s)A3—0 (4.69)
e
M. (s+5) = M, (s = 5°) +
s 4.70
BeVi (s~ 4) + Vi (5 + 8%) — p(5) syt = 70
Dividindo as duas expressoes por s e fazendo As — 0 , tendo em conta que
AF dF
A Olim — = — 4.71
STV RS T s (4.71)

é a definicao de derivada de uma fungao F', obtém-se as equagdes diferenciais de equilibrio em vigas:

v,
s P (s) (4.72)

dM,

as - )
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/ p(s)
V, (s -As/2)

\ Vi (s +D12)
M, (s-0/2) éMz(s +A/2)

(] 1A
YN |/
L as

T
Ps(s +A/2)

Py(s -A/2)

Figura 4.15: Elemento infinitesimal de viga.

Combinando as duas expressoes obtém-se

d> M,
sz(s)-

(4.73)

O momento fletor M, é a resultante da distribuigdo das tensoes o, na se¢ao transversal da viga:

MZ:—/O'StdA

(4.74)

onde t ¢ o eixo perpendicular ao eixo centroidal s da viga e A é a drea da se¢do transversal. Suponha que

o deslocamento axial u; ao longo da viga é aproximado por

d
ug = —t 2%

ds

(4.75)

e entdo nao existe deformacao no eixo centroidal da viga e os planos normais a viga, antes da deformacao,

permanecem normais depois da deformagao.

t

Figura 4.16: Hipdtese cinemética de deformagao de vigas.

As tensdes o4 na sec¢do transversal sdo dadas por

dug &2y
O'S—EES—E ds ——Etm

O efeito de cisalhamento foi desprezado. O material é considerado linear.
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O momento fletor é dado por

d2 Ut
M, = Et*dA 4.
Z(/Atd)dsz (4.77)
e introduzindo a definicao de momento de inércia
@:/ﬁdA (4.78)
A

tem-se a relagao momento-curvatura de uma viga,

d2 Ut

M,=FI, .
ds?

(4.79)

Substituindo-se a relacao acima na equacao que relaciona momento fletor e carregamento, obtém-se
a equagao diferencial para vigas

d2 d2 (7

onde u; € o deslocamento transversal, E I, é a rigidez a flexao. Se F I, é uniforme ao longo da viga, a
equagcao acima é escrita como

d4 Ut
A energia potencial do elemento de viga é dada por
1
sza/asasdﬂ—/ﬁ(s) up d§2 (4.82)
Q Q

onde é o volume do elemento de viga e p(s) é o carregamento distribuido por unidade de drea. Eviden-
temente, a expressao acima é a expressao particularizada do caso geral

qQ =T j=z Q =z r ==

Introduzindo-se as expressoes para as tensoes o, e deformagoes €5 na expressao da energia potencial
II, , e levando-se em conta que

Q:/ﬂdA (4.84)
A
obtém-se
1 7 d2ut 2 7
II, = §/EIZ <W> ds—/p(s) up d s (4.85)

onde s; e sy s&o as coordenadas de inicio e fim do elemento de viga, isto é,
O deslocamento vertical u; é interpolado comumente usando-se

ug (s) = N1 (§) upr + Na (§) 01+ N3 (§) w2 + Na () 02 (4.86)
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S2

Figura 4.17: Elemento de viga.

onde é a coordenada local, dada por £ = e s é a coordenada global. As funcoes de interpolacao

N, (&) sao dadas por

S§—S81
L

Ni(§) = 1-3¢&+28 (4.87)
Ny (§) = Le(1—26+8%)
N3(§) = & (3-29

Ni(€) = L& (E-1)

as quais sdo chamadas de funcoes de interpolacao de Hermite. Estas funcoes sao representadas grafica-
mente na figura 4.18

Nl
[ \ A
i
N, 1
| €
N; |
1
g
Ny

Figura 4.18: Funcoes de interpolacao de Hermite.

O deslocamento u; (s) também pode ser representado, em termos dos deslocamentos nodais s ,01 ,
Ugo , B2 , na forma matricial como

ut (s) = [N] {q} (4.88)
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onde

INJ=[ N No N3 Ny | (4.89)

{a}" ={un 0 wp 60y} . (4.90)

O mesmo deslocamento u; (s) pode ser representado por um polinémio ciibico

u (8) = a1 +ags+ass®+ays’ (4.91)
ou, em notagao matricial,
ui (5) = [9] {a) (4.92)
onde
@=[1 s s* §] (4.93)
e
{a}={ a1 az a3 a4 }T. (4.94)

A rotagao 0 (s) = % ¢é dada por
0(s) = [®] {a} (4.95)
onde
@B =[0 1 2s 3s2]. (4.96)

Para representar o deslocamento u; (s) em termos dos deslocamentos nodais usz , 01 , w2 , 62
avalia-se as expressOes acima para u; (s) e (s) nos nés 1 e 2, ou seja,

w1 (s =0) 1 0 O 0 oy
. 91 (S = ) . 0 1 0 0 (6]
7= Ut (S = L) - 1 L L2 L3 Qs (497)
0y (s=1L) 0 1 2L 3L3 Qy
ou
{qg} = [A] {o} (4.98)
donde, pode-se escrever
{a} = (A" {g} (4.99)
que, substituido na expressao para u:(s), leva a
ui (s) = [®] [A]7" {q} (4.100)
onde
1 0 0 0
a=| 0 1 0 0 (4.101)

—3/1? —2/L 3/L* -1/L
o/L3 1/L* —2/I® 1/L
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sendo que a multiplicagao das matrizes [®] [A]™' produz a matriz [N] da expressio

ut (s) = [N] {q} (4.102)

Para a completa expressao da energia potencial, necessita-se a expressao da derivada segunda de wuy
em relagao aos deslocamentos nodais, isto é,

» d2 Ut o 1 d2 Ut 1 d2

uy (S)ZW—ﬁd—g:ﬁd—gg [N] {a} (4.103)

d2 Ut
d s?

sendo que a matriz [B] é obtida através da correta diferenciacdo de u; (s), a qual é apresentada a seguir,
como

= [B] {4} (4.104)

%:%%W (€) w + Na (€) 01+ N3 (€) urn + Ny (€) 02) (4.105)
du L) Loterse) (oo Lgeoa]] O (4.106

ds L Ut '

02
e
dzut—l 6+ 12 4L + 6L 6—12 6L 2L létll 4.107
T =z [ (64120 (-4L+6L) (6-12¢) (6LE—2L) Jq * (4.107)
0,

Retornando & expressao da energia potencial
52 52
Hp:%/EIZ (%)2 dsf/p(s) up ds (4.108)
s1 1
insere-se nela as expressoes para d? u;/d s? e u;, além de substituir-se ds = Ld¢ , obtendo-se
1 1
=3 ELL [ {0)" (8" B] {a) d¢— L [ (V] {a}p (4109)
0 0

onde E I, foi considerado uniforme ao longo do elemento. Fazendo-se a diferenciagao de II, em relagao
aos deslocamentos nodais e igualando-se os resultados a zero, isto é,

gfj =0 (4.110)
S = 0
e = O
S =0
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obtém-se quatro equagtes as quais, expressas em forma matricial, fornecem

1 1
BLL [ 1B [B) € o)=L [IN)" pa (a111)
0 0
ou
(K] {q} ={Q} (4.112)
que é a equagao do elemento finito de viga. A matriz de rigidez [K] é dada por
1
[K]=EL L/ B)" [B] d¢ (4.113)
0
e o vetor de carga {Q} é dado por
1
@ =1 [V pac. (4.114)
0

Inserindo-se a matriz [B] na expressao da energia potencial obtém-se

[ 051
(K] = / 5(5’2%__21)) [ Z(26-1) #(3¢-2) F(26-1) 2(3¢—-1) |ELLdS  (4.115)
o | T
e apos efetuar-se as integragoes a matriz de rigidez apresenta a seguinte forma
12 6 L2 —-12 6 L2
K] = % simétrica 4L _162L EéL (4.116)
412

Considerando-se o vetor carga {Q}, apds a introducdo da matriz [N] na expressdo para {Q} e con-
siderando que o carregamento transversal varia linearmente com , isto é,

pE)=010—-& p1+&p2 (4.117)

onde p; e po sao os valores do carregamento nos nés 1 e 2, respectivamente, obtém-se

. 1362426

@z | HEEET e e {1 b (@11
“LoLe-y
e, apos efetuar-se as integragoes, obtém-se o vetor carga do elemento de viga da seguinte forma
L] Lt
{Q} =55 33p11+7p22 (4.119)

—L (2p1+3p2)
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Se o carregamento transversal é considerado constante ao longo do elemento, o vetor carga é escrito
como

(4.120)

— ot~ =

pL
{Q}:7

ol

EXEMPLO :
A figura 4.19 mostra uma viga bi-apoiada de comprimento [ = 20cm, drea de se¢io transversal A =
2em? | com o médulo de elasticidade E = 2,0 x 108kg f /cm? e carregamento transversal p = 100kgf /cm.

1 cm

I Im

corte A -A

1=20 cm

Figura 4.19: Viga bi-apoiada.

Este problema sers resolvido usando o método dos elementos finitos e as etapas de superposicao e
célculo de deslocamentos e tensoes serao ilustradas através dele.

Considere que a viga é dividida em dois elementos, cada um deles com L = 10cm, como mostra a
figura 4.20.

e
PO ——————
w

Figura 4.20: Viga apoiada - modelo discretizado.

A equagao para cada elemento finito[K] {q} = {@} pode ser escrita como

3 15 -3 15 up 3
16x10° | 15 100 —15 50 9, | 1000 ) 5
3 -3 —-15 3 —15 us (6 ) 3
15 50 —15 100 05 -5
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onde foi usado I, = 2/3 cm* .
Considerando-se que a estrutura apresenta trés nds, o processo de superposicao leva a equacao de
elementos finitos para a estrutura global.

3 15 -3 15 0 0 Uty 3
15 100 -15 50 0 0 01 )
39 -3 —-15 6 0 -3 15 ug | _ 6
15 50 0 200 —15 50 02 0
0 0 -3 =15 3 -15 U3 3
0 0 15 50 =15 100 03 )

A viga é bi-apoiada; portanto, as condigdes de contorno sao u;; = uig = 0, as quais introduzidas no
sistema acima, levam a

1 0 0 0 0 O Uyl 0
0 100 —-15 50 0 O 01 5
39 0 —15 6 0 0 15 Ut _ 6
0 50 0 200 0 50 0 a 0
0 0 0 0 1 0 Ut 0
0 0 15 50 0 100 03 -5
Este sistema pode ser assim reescrito
100 —15 50 0 01 5
39 —-15 6 0 15 Ut 6
50 0 200 50 0 - 0
0 15 50 100 03 -5
Aplicando o processo de eliminacao de Gauss, vem:
100 —15 50 0 5 100 —-15 50 O 5
39 0 3,75 7,5 15 6,75 39 0 1 2 4 1,8
0 7,5 175 50 =25 0 0 160 20 16
0 15 50 100 =5 0 0 20 40 -32
passo 1 passo 2
100 —-15 50 0 5 100 —15 50 0 5
0 1 2 4 1,8 0 1 2 4 1,8
32 0 0 1 0,125 -0,1 32 0 0 1 0,125 -0,1
0 0 0 37,5 =30 0 0 0 1 -0,8
passo 3 passo 4
Portanto, chega-se ao seguinte sistema:
100 —15 50 0 01 5
| 0 1 2 A up | _ ) 1,8
0 0 1 0,125 0, )] 0,1
0 0 0 1 03 -0,8
Aplicando-se a retrosubstituigdo, vem:
035 = —0,025rad
32 (02 +0,12503) = —-0,1—-602=0,0 02=0
32 (ugp+0+403) = 1,8 — we =0,15625¢m
32 (1000; — 15ug2+0+0) = 5 — 61 =0,025rad.
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Portanto

U1 0
01 0,025 rad
Ut . 0,15625 cm
() - 0
U3 0
03 —0,025 rad

Calculando os valores correspondentes pela solucao analitica

px

up () = Y0obi (P —212* 4+ 2%)
e
(1) = 517 (1 —6la®+427)
tem-se
u1 = 0 ; w3=0 e 0;=0
01 = 0,025rad — diferenca 0
upp = 0,15625¢m — diferenga 0
03 = —0,025rad — diferenca 0.
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5. ELEMENTOS DE ELASTICIDADE PLANA

Neste capitulo sao apresentados os fundamentos para a formulacao de elementos de elasticidade plana,
considerando os estados de tensao plana e deformacgao plana.

5.1. Estado de Tensoes Planas

A figura 5.1 mostra uma viga e uma placa fina, sujeitas a carregamentos aplicados no plano que contém
a estrutura, isto é, no plano x — y. A espessura de ambos os corpos é pequena comparada com as outras
dimensoes.

Figura 5.1: Estruturas estudadas com a aproximacgao do estado plano de tensoes.

Estas condigbes permitem o uso da aproximagao segundo a qual nao ocorre variagao das tensoes na
direcdo z, podendo-se desconsiderar as tensoes 0, , 0., € 0y, em presenca das outras tensoes. Entao:

Ozz =0z = Oyz = 0 (51)

e somente 0y , Ogzy € Oyy Na0 sao nulas. Este estado é chamado estado plano de tensoes e as tensoes
nao-nulas sao representadas por

(oy={ oy b, (5.2)

Oy
sendo fun¢oes de x e y somente. As componentes de deformagoes correspondentes sdo:

ECET
{e} =1 €y ¢, (5.3)
Exy

e considerar-se-a0 apenas as componentes u, e u, dos deslocamentos, nas dire¢oes x e y respectivamente.
A deformagao na diregdo z depende das deformacoes nas direcoes x e y e pode ser calculada por

Euy = —m (SII + Syy) .
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Como o material é linear, eldstico e isotrépico, as equagoes reduzem-se a

E
Ogx = (1 _ 1/2) (Eww + ngy) (54)
Oyy = (1_—V2) (VEaa +Eyy)
Opy = 2Gegy

ou, em notagao matricial,

{o} = [C]{e} (5:5)

onde [C] é a matriz constitutiva

E 1 v
TTA G

i—v

0

0 . (5.6)
17

2

A hipétese do estado plano de tensoes € justificivel apenas como uma primeira aproximagao para
problemas de placas finas carregadas apenas em seu plano. O engenheiro deve estar ciente da possibilidade
de ocorrerem deformagoes fora do plano, seja por descentramento da carga em relacao a espessura ou por
flambagem de placa.

5.2. Estado de Deformacgoes Planas

Figura 5.2: Aproximagao usando deformagoes planas.

Em casos em que a espessura da estrutura ¢ grande comparada com as dimensoes nas direcoes x e
y, como mostra a figura 5.2, e onde os carregamentos apenas no plano transversal da estrutura, pode-se
assumir que o deslocamento u, na dire¢do z é desprezivel e que os deslocamentos u, e u, sao fungoes de
z e y, somente. Neste caso:

€22 = E€xz = Eyz = 0 (57)

e as tensoes sao agrupadas, similarmente ao estado de tensoes planas, como:
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oy=1{ op b, (5.8)

Oy
sendo que o,, depende das outras componentes de tensao, sendo dada por
Oor =V (Ogz + 0yy) -

Em vista de 5.8 as deformacées sao:

€II
{e} =14 ew (5.9)
Exy
e a equacao constitutiva é dada por:
E 1—v v 0
L — 1-— .
{c} ) g ) v 1P2V {e} (5.10a)
2
{0} = [Cl{e} (5.10b)

Como pode ser observado, os problemas de tensoes planas e deformagdes planas, embora fisicamente
bastante diversos, tém estrutura similar. Na prética pode-se obter as equagoes de deformagdes planas
das equacgoes de tensoes planas pela substituicao de E por % e de (14 v) por ﬁ .

A hipdétese do estado plano tem pouco interesse pratico, embora alguns poucos casos possam justificar
Seu uso como aproximagao.

5.3. Tridngulo de Deformagoes Constantes

Nesta secao é estudado o elemento plano mais simples possivel.Considere um tridngulo retirado de uma
estrutura sob o estado plano de tensoes, como uma placa, por exemplo.
Na figura 5.3, g1 , @2 , 93 , G4 , Q5 , g¢ s@o os deslocamentos nodais, que podem ser representados por

q1
q2
{gy=4 & 5. (5.11)
q4
g5
g6

Necessita-se agora relacionar este vetor deslocamentos nodais {q} com os vetores deformacao {c} ,
vetor tensdo {o} e, eventualmente, com as forgas nodais correspondentes para poder-se escrever a matriz
de rigidez deste elemento. Para tanto, necessita-se da relagdo entre forgas nodais e tensoes, a qual é
encontrada usando apenas argumentos de equilibrio.

Inicialmente, assume-se que as deformagoes ao longo do elemento sdo constantes (donde o nome do
elemento):

Egx = Q (5.12)
Eyy = b
Yoy = 2Exy=c
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(Xla y1)

Figura 5.3: Elemento triangular de 3 nés.

Considera-se o tridngulo inscrito numa placa retangular de material uniforme, sob a agdo de tensao
constante em uma dire¢ao, que pode ser y, como mostra a figura 5.4.

A figura 5.5 mostra o diagrama explodido da figura 5.4, onde o tridngulo apresenta carregamentos
concentrados nos pontos médios dos lados. Este possivel tipo de carregamento manteria o tridngulo em
equilibrio. Uma metodologia muito melhor seria considerar cada um destes carregamentos concentrados
em duas partes e colocd-las em cada né préximo.

Pode-se entao constatar que, por exemplo,

Qs = oyy (11 — 23)

| >

Os outros valores para 1, ..., Q¢ podem se achados para este carregamento o,.
O mesmo procedimento pode ser adotado para as tensoes 0., , € 0y obtendo-se os respectivos
Q1, .-, Qs . Os resultados da andlise total podem ser colocados na forma matricial

{P}=[¢{s} (5.13)

onde a matriz [¢] representa o uso das relagoes de equilibrio.

O préximo passo ¢ encontrar a relacdo entre os deslocamentos u, e u, ao longo do elemento e os
deslocamentos nodais g1 , ¢2 , q3 , G4 , g5 , g6 - Primeiramente, integra-se as relacoes deformagoes-
deslocamentos 2.1, ou seja,

up (2,y) = / - (5.14)

= az+ f(y) (5.15)

uy (2,y) = / ey dy (5.16)

= by+g(x) (5.17)

aal;"” + % = ¢ (5.18)
friy)+g(@) = ¢ (5.19)
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[ TTT T

Figura 5.4: Tridngulo inscrito numa placa.

donde se vé que as derivadas de f (y) e g (x) sdo constantes. Escolhendo arbitrariamente f7(y) = A ,
entdo g/ () = ¢ — A . Na forma matricial, tem-se:

(5.20)

Qo e

{ Z }: [@] {a}. (5.21)
Yy
Isto parece nao ajudar em muito, desde que apenas um novo vetor de coeficientes constantes foi
definido (trés dos quais sdo deformagoes constantes e as constantes de integragdo sdo movimentos de
corpo rigido). Mas, & muito facil relacionar estas constantes aos deslocamentos nodais, pois

Upr = Uy (z1,y1) =ax;+ Ay + B (5.22)
Uy = uy (x1,y1) =byr + (c— A)z1 + G
uys = Uy (r3,Y3) =bys + (c— A) a3 +C
e em forma matricial
{a} = [Al{a} (5.23)
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o]
Oy vy

Oyy(x3 -x)h

@ Oyy(x2-x3)h

Oy (x2-x1)h

VLT e,

Figura 5.5: Visao explodida.

{a} = 1A {u}. (5.24)

Colocando todos estes resultados em uma mesma expressao, isto é:

{r} {o} (5.25)

|
A AN A AN

obtém-se a relagao
(P} = [K{q} (5.26)
onde [K°] ¢ a matriz de rigidez do elemento triangular de deformagoes constantes dada por
(K] = [€][C][B] @] [4] " . (5.27)

A obtengao da matriz de rigidez foi feita usando-se o método direto, ou de equilibrio, que funciona
a contento aqui, mas que se tornaria muito dificil para elementos mais complicados. Devem ser usados,
nestes casos, os métodos energéticos.

5.3.1. Superposicao de Elementos Triangulares

Uma viga engastada, carregada com uma carga F, é discretizada usando-se elementos triangulares de 3
nés, como mostra a figura 5.7.
Para cada elemento 1, 2 e 3 tem-se a equagao

{Q} = [K{q}

sendo a matriz de rigidez [K €] uma matriz 6x6. Para obter-se a matriz de rigidez da estrutura “somam-
se“ as matrizes de rigidez de cada elemento, isto é, superpoe-se estas matrizes, obtendo-se a matriz global
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o
P (x3-x )h
2(31)

o
Tyy (x2-x1 )h

C%”'(xz—m )h

2 (o xh
Figura 5.6: Carregamentos nodais.
94 o3
v _ — 2 q 3 q
\\\\\\ ////// ‘ qQ @ @ di0 @ qq 3
1 q1 L) 4 q,
e
Figura 5.7: Viga discretizada.
na forma:
(K9] = [K'] + [K?] + [K?) (5.28)
1 1 1 1 1 1 i
1 1 1 1 1 1
1 1 143 1+3 3 3 143 143
1 1 143 143 3 3 143 143
a1 3 3 3+2 342 2 2 342 342
[K]_ 3 3 3+2 342 2 2 3+2 3+2 (5.29)
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2
1 1 143 1+3 342 342 2 2 14243 1+2+3
111 143 143 342 3+2 2 2 1+243 1+2+3 |

Nota: Para o tridngulo de 3 nds da Figura 4.5, se for usado um sistema de coordenadas local onde
x1 =0ey; =yz =0, chega-se & matriz de rigidez obtida por Martin, Turner, Clough & Topp (1956) (
ver paginas 21 e 22 deste famoso artigo).

5.4. Elemento quadrilatero Isoparamétrico

Considere a estrutura da figura 5.8, discretizada usando elementos quadrildateros. O problema é plano
e a terceira dimensdo (z) é incluida especificando-se espessura unitdria para o caso do estado plano de
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deformacoes, ou espessura h para o caso do estado plano de tensoes.

Figura 5.8: Estrutura plana.

4 1 3
o -1 1
S
(o) $ .
X4,¥4
(X3,Y3) 1 -1 2
y
1
2
(X15¥1)

(x2,y2)

Figura 5.9: Elemento quadrildtero.

Considerando-se o elemento e, na figura 5.9, pode-se observar que existe uma relagao entre os nés do
elemento quadrildtero e os nés de elemento-mestre, o que ficard claro em instantes.

As varidveis neste problema sao os deslocamentos u, e u,, 0s quais serdo aproximados por relacoes
bilineares

uz (z,y) = ar+art+azy+aszy (5.30)
uy (,9) B4 Box+ B3y + Bazy

ou, em forma matricial,
{u} = [o]{a} (5.31)

onde

{u}:{ e } (5.32)

Uy
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(o) ={ a1 as a3 as By By Bs By} (5.33)

e [®] é a matriz de coordenadas, similar & matriz [¢] para elemento triangular, mas agora 2x8. Note que
o termo xy caracteriza bilinearidade, mas a relagao ainda é linear em uma dada diregao.
Calculando-se u,(x,y)e uy(z,y) nos nés fornece

Upi = 1+ QaT; +a3y; +oariy; , ¢ = 1,4
Uy; = By + Box; + Bayi + Baxiyi (5.34)

ou, em forma matricial,
{a} = [Al{a} (5.35)
onde
{Q}TZ{ @ @3 G @ g2 g3 Uy ) (5.36)

é o vetor dos deslocamentos nodais e [A] é a matriz quadrada (8x8) das coordenadas nodais. Pode-se
também escrever

{a} =47 {g} (5.37)

que substituida em 5.31 fornece os deslocamentos u,(x,y) e uy(z,y) em qualquer ponto do elemento em
termos dos deslocamentos nodais, isto é:

{u} = [®][A]"" {q} = [N]{a}. (5.38)

A matriz [N] = [®][A4]" é uma matriz (2x8) e é chamada de matriz das fungoes de interpolacdo,
sendo composta por fungoes N;, i = 1,4 definidas, em termos das coordenadas s e ¢t do elemento-mestre,
como:

Ny = i(l—s)(l—t) (5.39)
Ny = (145 (1-1)
- i(1+s)(1+t)
N, = i(l—s)(1+t).

As coordenadas s e t sdo adimensionais e a figura 5.10 mostra qual a forma de cada uma destas
funcoes.

A geometria, isto é, as coordenadas x e y de qualquer ponto do elemento podem ser expressas em
termos das mesmas fungoes de interpolacao N;, i = 1,4:

<
I
™
Z
s
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Figura 5.10: Distribuigdo das fungoes de interpolacao Ny , Ny , N3 , Ny .

ou, em forma matricial,

T
T2
T3

X o N1 N2 N3 N4 0 0 0 0 Ty
{ }_|: 0 0 0 0 N1 NQ N3 N4 yl
Y2
Y3
Ya

(5.41)

Esta metodologia, em que a geometria, isto é, as coordenadas x e y, e as varidveis, isto é, os deslo-
camentos u, e u, sdo ambos aproximados pelas mesmas funcoes de interpolacao, ¢ chamada de conceito
isoparamétrico. O elemento finito assim formulado é denominado elemento isoparamétrico. Quando a
geometria do elemento é aproximada por polindémios de grau menor do que os polinémios que aproximam
as varidveis, ele recebe o nome de elemento subparamétrico. Quando a geometria elemento é aproximada
usando-se polindmios de grau superior aos graus dos polindmios usados na aproximagao das varidveis,
tem-se o elemento superparamétrico. A equagdo 5.41 junto com a equagdo 5.38 caracteriza o elemento
isoparamétrico aqui usado.

Considere agora as equagoes deformagoes-deslocamentos 2.1 na sua versao para o estado plano de
tensoes. Entao:

Ou,  Oug % Ouy ﬁ

v = Bz T 9s x| 0t ox (5.42)
_ Ouy  Ouy 0s  Ouy Ot
o= 5y T s oy | ot oy (543)
Ouy ~ Ouy Ouy Os  Ouy Ot Ouy 0s  Ouy Ot
- Ky _ & el Ty 65, Ty &2 44
Yay oy | Oz <8s oy "o 8y) * ( 9s 9z | ot ax> (5.44)

Como as fungoes de interpolacao sdo escritas em termos de s e t, usa-se o seguinte resultado matemstico
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baseado no uso da regra da cadeia para diferenciagao, no sentido de obter-se 45 , £y € 7y, :

ds  Ox 0s Oy Os (5.45)
ON; _ ON;9x  ON; 0y
oo 0x Ot Oy Ot

que pode ser representada, na forma matricial, por:

onde a matriz [J] é chamada de matriz Jacobiana. A equagdo 5.46 representa um conjunto de equagoes

simultdneas onde % e 8% sdo as incégnitas. Resolvendo 5.46 usando a Regra de Cramer resulta em

9 2 1 9y Oy el
{at-o{a}-52 2){%} (5.47)
oy o0 I 5 s ot
onde |J| é o determinante da matriz Jacobiana e é chamado de jacobiano, sendo dado por

Oz 0y _ oz dy
|J| = 59t P os (5.48)

Os termos da equagdo 5.48 podem ser calculados usando expressoes para x e y (equagdo 5.41) e N;
(equagao 5.39). Por exemplo,

ox 0 |1 1
— = —|-(1-s5(1- -(1 1-
== 0= at 1 () (1=t
1 1
+Z(1—|—s)(1+t)x3—|—z(1—5)(1+t)334
I ) ORI S SN PO o R (5.49)
os 4 Ty 2Ty S “ '
e assim também podem ser calculados os outros termos. J4
0N, 1
=—(1-t 5.50
L (-1 (5.50)
é mais facilmente calculada, como também o s&o os outros termos. Entéo, |J| é calculado como:
4 4
ON; ON; ON; ON;
J = It ) [ g, Ly 5.51
o ;jzl K s ot yﬂ) ( ot " os yﬂ)} (5:51)
4 4
ON;, ON; ON; ON;
J| = , ECEA A I
171 2;[3’” (as at ot 0s > yﬂ]

e fazendo ¢ variar de 1 a 4 e j de 1 a 4 para cada 4, obtém-se |J| em notagdo matricial como:

0 1—-t —s+t —1+s Y1

1 -1+ 0 145 —s5—1t Yo
‘J|—§{$1 T2 X3 .134} s — 1t 11— 0 14¢ s (552)

1—s s+t —-1-—1t 0 Y4
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Multiplicando-se as matrizes em 5.52 resulta-se:

1
[ = gll@r —as) (42 —ya) — (22 —a) (41 —y3) + (5.53)
+ s [(23 = 24) (Y1 — y2) — (21 — 22) — (Y3 —ya)] +
+ t [(v2 — 23) (Y1 — ya) — (21 — 24) (y2 — y3)]}-
O uso da equacgao 5.47 permite o cédlculo de % , % , g—‘; e g—; nas equagoes 5.42 a 5.44 como:
9s _ 1 (0yds s\ _ Loy _ L (g-oN. (5.54)
gr — [ \otos osot) ot JJ\& o '
= - _= L 5.55
y 7] (i_l ot " ) (5:55)
s 1 (<= 0N,
ot 1 (0N,
— = —— il - 5.57
9y 7] (; 95 © ) (5.57)
Da equagao 5.38
55— 5s Vi (5.58)
o ot
e substituindo-se as equagoes 5.58 e 5.54 a 5.57 na equacao 5.42 resulta em:
4 4
1 ON; ON;  ON; ON;
ez =7 Z {“w < 9s ot ot 0s ﬂ ' (5.59)

Adotando-se o mesmo procedimento para as equagoes 5.43 e 5.44, e considerando 5.59, pode-se escrever

na forma matricial:

ou

Eaa Bii Bz Biz B 0

Eyy = 0 0 0 0 BQl

Exy By1 By DBaz By DBy
{e} =[B] {¢}

67

0
B3
B3

0
Boy
By

(5.60)

(5.61)



onde {q} é definido em 5.35 e [B] é uma matriz cujos elementos tém a forma:
1

B = — - — t 5.62
11 8|J| (y24 Y348 — Y23 ) ( )
B 1 ( t)
= — (— — S —
12 3 |J| Y13 — Y34 Y14
1
B = — (= — t
13 8] (—y24 + Y125 — Y14t)
1
B = — 3 — 3t
14 8] (Y13 — Y125 + Ya3t)
B = 1 (— — — t)
21 = 3 |J| T24 — T348 — 23
B L ( t)
= —— (T3 —T3us—
22 3 |J| 13 34 14
Bas = ST 7] (—24 + T125 — T14t)
B = 1 ( — + t)
24 = 3 |J| 13 — T128 T 23

ondexz—j:aziijeyij:yifyj .

5.4.1. Matriz de Rigidez e Vetor de Carga do Elemento Isoparamétrico

Para obter a matriz de rigidez e o vetor de carga do elemento, serd utilizado o Principio da Minima
Energia Potencial Total. A energia potencial total ¢ dada por:

1
II = 5 / (U:c:cszz + OyyEyy + Umy’yzy + OxzYex + O'yz’yyz =+ 0‘22522) d§) — (563)
Q
B / (p foua + p fyuy + p fruz) dQ— / (tpug + tyuy +tou,)dl
@ r

que, considerando as aproximagcoes impostas pela consideragao do estado plano de tensoes, e usando a
notagao matricial, pode ser escrita como:

= g / (e} [C]{e} dS — g / (7 {X}dS — h / (" Ty dl (5.64)
s s 1
onde {X} ¢ o vetor das componentes das forcas de corpo, dada por:

{X}_{ f};z } (5.65)

{T} & o vetor das componentes das tracoes na fronteira, nas dire¢oes x e y

(T} = { fa } (5.66)
ty
h € a espessura do elemento e S é a drea do elemento.
Substituindo as equagoes (4.43) e (4.66) na equagao (4.69) resulta em
h
m o= S [BTC)BlS (@) - h{a)” [N (X)as (567
5

S
—h{g)" / N (T} dl.
l
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Como a energia potencial total estd expressa em termos dos deslocamentos nodais {q}, toma-se
derivadas parciais de II em relacdo as componentes de {q} , isto &, ug1,uy1, ..., ¢ iguala-se cada uma
destas derivadas a zero, ou seja,

oll
=0
auml
o1l
=0
0 uza
oll
8uw3 =0
o1l
8uI4 =0
on - _
auyl
oIl — 0
8uy2
oIl — 0
8uy3
oIl ~ 0
8uy4
ou
II
9 0. (5.68)

o{a}

Faz-se assim a minimizacao da energia potencial total, usando o Principio da Minima Energia Potencial
Total. A equacao 5.68 representa oito equacoes de equilibrio para o elemento, que podem ser escritas
como:

(K] {q} ={P} (5.69)
onde [K*€| é a matriz de rigidez do elemento, dada por:

(K] = h / B7[C] [B] dS (5.70)
S

e {P} é o vetor de carga do elemento, dado por:
{P}={P} +{P} = h/[N]T{X} dS+h/[N]T{T} dl. (5.71)
S 1

5.4.2. Cilculo da Matriz de Rigidez e do Vetor de Carga do Elemento

Os coeficientes da matriz [K€] sdo fungoes das coordenadas s e t. Para calculd-los é mais conveniente
usar integragao numérica, como segue:

M N
(K= nY > [Bsint)] (O] [(sita)] | (sis i)l Wi W (5.72)

j=1i=1

69



S|=-atj=-a
So=a,tr=-a
S3= a,t3=a
Sy=-a,ty=a
M=N=2
a=0,57735
Wi=W,=1,0

Figura 5.11: Integracao numeérica: esquema 2x2 pontos.

onde (s;,t;) denotam as coordenadas do ponto de integragao t, e W; denota o peso relativo do ponto de
integracdo ¢ na soma. Para elementos quadrildteros de 4 nés, normalmente usa-se o esquema 2x2 (ou 4
pontos) de integracao (veja figura 5.11).

A primeira parte do vetor de carga, ou seja, { P} , pode ser calculada por
N
{Pi}=hY N (si,t:)] W (5.73)
i=1

onde, se a forga de corpo p f, [forca/volume] for uniforme e p f, =0, tem-se o vetor {P;} como:

N 0
Ny O
N N3 0
{Pl}:hz ]34 ]31 { p(}y }|J(si,ti)| W; (5.74)
i=1 0 N2
0 N3
L 0 Na | (si,ts)

onde (s;,t;) denota que a matriz é calculada em pontos (s;,t;) . Por exemplo, a quinta componente de
{Pl} é:

N
Pisy=h> Ni(siti) T (sits)| Wiply (5.75)
=1

dando a for¢a nodal, na dire¢ao y, no né 1.

A segunda parte do vetor de carga, ou seja, {P»} , aparece devido a tragdes aplicadas na superficie
da estrutura; mais precisamente, na fronteira do elemento. Muitas vezes, esta parcela pode ser calculada
usando-se integragao fechada, ou seja, a integracao numeérica é desnecessdria. Por exemplo, considere ¢,
e ty1 como tracoes aplicadas no lado 1-2 do elemento da Figura 5.12. Entao:
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Ny

{P}=h

t:z:l
ds
v o)

Le—__
cococoz2z2Zz

tx,
Figura 5.12: Tracoes no lado do elemento.
como, ao longo do lado 1-2, s = -1, e t = —1,
1
N1 = 5 (]. — S)
1

N2 = 5 (]. + S)

Ny = Ny=
o que torna a equagao (4.80) em
S i
=2 0
2
e
1 0 0
hl
{PQ} _ _1 / 0 1_98 tml dS
2 0 3 tyl
oz
0 0
L 0 O -

(5.76)

(5.77)



onde s = % ,dS = % ds =|J| ds ely é olado 1-2. Apés integrar,

hl 0
(P} =—L . (5.78)
2 tyl

Este resultado implica que o carregamento aplicado é distribuido igualmente entre dois nés que per-
tencem ao lado 1-2. Isto é uma conseqiiéncia do fato da func@o de interpolagao ser linear ao longo dos
lados do quadrilétero.

5.5. Exemplo Comparativo de Algumas Malhas para um Estado Plano de Ten-
sao

Considere a viga abaixo, engastada em uma extremidade e livre na outra, onde sao aplicadas cargas
conforme mostrado (Figura 5.13). A viga tem 9 unidades de comprimento, 1 de largura e 3 de altura,
possuindo um médulo de elasticidade igual a 1 e coeficiente de Poisson igual a 0.

9

w

0,5P

Figura 5.13: Viga engastada numa extremidade e livre na outra( espessura = 1 unidade).

O problema foi resolvido utilizando-se cinco (05) malhas diferentes com elementos triangulares e
quadrangulares. Os elementos utilizados foram:

- CST (Constant Strain Triangle) — Tridngulo de deformagéo constante - onde as deformacgoes sdo
consideradas constantes dentro do elemento

- LST (Linear Strain Triangle) — Tridngulo de deformacao linear - onde as deformagoes sdo consid-
eradas variando linearmente no elemento

- elemento quadrangular, com variacao linear de deformagoes

- elemento quadrangular com expanséo de u, e u, em polinomial de quarta ordem (incluindo rotagao
no plano x — y).

Os resultados obtidos deslocamentos u, na direcao estao mostrados na figura 5.14 e 5.15, onde sao
comparados com a solugao analitica. Os resultados mostram a superioridade do elemento quadrangular
sobre o triangular (simples). Melhores resultados sao obtidos com triangulo LST.

Um outro dado importante na escolha do elemento ¢ o tempo de computagdo. A figura 5.16 abaixo
apresenta o tempo de computagido para cada tipo de elemento/malha utilizado.
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TIPODE |N2DE| NODE
ELEMENTO| NOS |(ELEMENTOS
AN N A 3 6
MALHA 1 \\ \\ (] 8 3
N < 21 6
[ ] 8 3
NOPNOINON A 21 24
MALHA 2 k—(—f— & 21 0
NANRNN < 65 24
|| 21 12
NN A 40 54
MALHA 3 | 'N[NNN N (] 40 27
NEANENANES < 133 54
|| 40 27
MALHA 4 SN = o %
N | 65 48
NEANNNN 4 — j—
[ ] 65 48
A 133 216
MALHA § ] 133 108
® — —
[] 133 108
Figura 5.14: Malhas utilizadas
W, .
DESLOCAMENTD 1152 S e S o ~\
e BIREMIDADE e [ e Solugio
MVRE . ol | e ANAL{TICA
[ & .
sc l
P MALKA
4 5

Figura 5.15: Deslocamento da extremidade livre  malha.

TEMPO D&
COMPVTAGAD

Figura 5.16: Tempo de computagao x malha.



6. ELEMENTOS DE FLEXAO DE PLACAS

Nesta secgao é estudado o fendmeno de flexao de placas, considerando-se os deslocamentos transversais e
suas derivadas. Os deslocamentos axiais nao aparecem na formulagao final, uma vez que os mesmos levam
a um problema de elasticidade plana, similar ao visto no capitulo anterior, desacoplado do problema de
flexao de placas.

6.1. Nocoes da Teoria de Flexao de Placas

Uma placa é uma estrutura caracterizada por uma dimensao muito pequena comparada com as outras
duas dimensoes, considerando-se um sistema cartesiano de referéncia. Uma placa é composta de trés
elementos bésicos: superficie de referéncia, vértices e espessura, mostrados na Figura 6.1.

Considere que o plano xy seja o que contém a superficie de referéncia da placa e que a mesma é fina.
Para estudar-se placas finas sdo adotadas as Hipoteses de Kirchhoff, enunciadas a seguir:

1) a placa é considerada fina;

2) as deflexdes da placa sdo pequenas, comparadas com a sua espessura,;

3) a tensdo normal transversal o, é desprezavel;

4) as normais & superficie de referéncia indeformada da placa permanecem normais a superficie de
referéncia deformada e nao sofrem variacdo de comprimento.

A deformagao descrita pela hipétese 4) estd mostrada na figura 6.2

Considerando a normal passando por um ponto (, y, 0) e um ponto sobre esta normal em (z, y, z), tem-
se no estado deformado que as projecoes desta normal nos planos xz e yz sao feitas pela acao de pequenos

angulos g—;’ e %—Zj . As componentes do deslocamento de um ponto (z,y, z) sdo dadas aproximadamente
por:
ow
Ug (x,y,z) = u(w,y)—za— (l',y) (61)
T
ow
Uy (ﬂc,y,z) = U(.’L‘,y) _Za_y (m,y) (62)

onde u(z,y), v(x,y) sdo os deslocamentos axiais e w(z,y) é o deslocamento transversal de um ponto
(z,9,0). As equagdes (6.1-6.3) representam um campo de deslocamentos aproximado, decorrente da
hipétese 4).

Considerando-se as equagoes deformagoes-deslocamentos da teoria da elasticidade para o caso de
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superficie de
referéncia

Figura 6.1: Elementos bésicos de uma placa

A T LA y I
T 1
Y, )27\—‘

Figura 6.2: Deformagao de uma placa de Kirchhoff.
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pequenas deformacoes, tem-se:

0 uy
= .4
Ezz P (6.4)
du
Eyy = ayy
- _ Ou,
4 - az
_ Oug | Ouy,
B T
o Oug n Ou,
Tez T Ty ox
_ Ouy | Ou,
Ty T Ty Oy
e inserindo-se nelas as expressoes (6.1-6.3) obtém-se:
ou 0%w
ou 0% w
Eyy = dy Sy 7 (6.6)
du Ov 0w
_ 9w, Ov 0w 6.7
Vay 8y+8x i O0x Oy (6.7)
€22 = 0
Yoz = 0
Yy = 0

As equagoes tensoes-deformagoes (ou equagoes constitutivas) da teoria de elasticidade sdo dadas por
045 = )\(52'3' €kk+2GEij (6.8)

que aparecem aqui representadas usando-se a notagao indicial e que aparecem em versao expandida no
capitulo 2. Pode-se notar que em vista do fato que v,, =,, =0, obtém-se

Oz =0y, =0 (6.9)

e relembrando que a tensao normal transversal o,, = 0 é desprezdvel, considerando que ela é muito
pequena comparada com as outras tensoes normais, tem-se um estado de tensoes planas, cujas equagoes
tensoes-deformagoes sao dadas por

E
Opy = m (51;1 + V€yy) (610)
E
Tyy = T_,2 (Verz + £yy)
Ouy = G%y
e inserindo nelas expressoes (6.5-6.7) obtém-se:
E Jdu ov 0w 0% w
_ ouw,  ov_ (0w Ow 11
Oua 1— 02 {8:ﬂ+y8y Z<8x2+yay2)] (6.11)
E dv ou 0w 0?w
_ v, Ou (0w Ow 12
Tvy 1—v2 {8y+yé)x Z<8y2+yax2)] (6.12)
du Jv 0% w
b = G| &8 6.13
oy [8y+8$ ? Bxay} (6.13)
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As equagoes (6.5-6.7) para deformagoes-deslocamentos podem ser colocadas na forma matricial como

du 3w
Exx ? 22:02
— gv w
Eyy = 9y -z Dy (6.14)
v Qv | Ou 3w
Ty ox oy 2 oz 0y

onde o primeiro vetor do lado direito de 6.14 representa a contribui¢ao de membrana na deformacao e
o segundo vetor representa a contribuicao de flexao. J4 a equagao 6.10 pode ser escrita matricialmente
como

Oxx B 1 v 0 Exx

Op ¢=——= | v 1 0 Eyy (6.15)
1-— V2 1—v

Oy 0 0 =* Yy

Introduzindo-se o conceito de tensoes resultantes, devido ao fato da placa ser fina, usando as definigées

h/2
Nyo = / o dz (6.16)
—h/2
h/2
Ny, = /ayy dz (6.17)
—h/2
h/2
/Ug;y dz (6.18)
—h/2
h/2
M., = /zam dz (6.19)
—h/2
h/2
My, = /zayy dz (6.20)
—h/2
h/2
My, = /ZO’Iy dz (6.21)
—h/2

&
I

onde (6.16-6.18) representam as tensoes resultantes de membrana e (6.19-6.21) os momentos resultantes
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relacionados a flexdo. Introduzindo nas expressoes acima as relagoes (6.11-6.13) obtém-se:

Eh ou v
Eh ou OJv
0 0
N,, = Gh <a_Z + a—i) (6.24)
En? 0% w 0w
My, = -— 2
o 12 (1 —v?) (8962 +V@y2) (6:25)
—-Eh? 0% w 0% w
Muw = Ba=m (8962 v 8y2> (6.26)
-Gh? 9w
M., = 2
Y 6 Jxzdy (6.27)
que podem ser escritas nas formas matriciais
Nypa 1 v 0 gu
N, b= Eh 1,1 L (6.28)
N (1-12v2) 0 0 1w 00" ou
zy N oz T oy
2
M,, By 1 v 0 ia?%’
M = 1 = 2
Myy 12 (1 _ 1/2) v 0 & gég; (6 9)
Ty 2 Ox0y

Desejando-se estudar placas semi-espessas, o cisalhamento transvesal nao poderd ser desprezado, ou
seja, 04, € 0y, serao diferentes de zero. Neste caso, obviamente, as hipéteses de KIRCHHOFF nao se
aplicam, mas ainda pode-se considerar que:

1) as deflex6es da placa sdo pequenas, comparadas com a espessura da mesma,

2) a tensdo normal transversal o, é desprezdvel,

3) as normais a superficie de referéncia indeformada da placa ndo permanecem normais & superficie
de referéncia deformada permanecendo, no entanto, retas, e nao sofrem variacao de comprimento.

A hipdétese 3) é obviamente uma aproximagao, que pode ser visualizada na figura 6.3. Na verdade,
a normal & superficie de referéncia, em conseqiiéncia da acao do cisalhamento, deve deformar-se de uma
forma mais complexa conforme apresentado na figura 6.4.

A hipétese 3) foi introduzida por MINDLIN e REISSNER, de maneiras diversas, sendo por isso
conhecida a placa que a utiliza como placa de MINDLIN ou placa de MINDLIN-REISSNER. O campo
de deslocamentos para a placa de MINDLIN é aproximado por:

Uy (a:,y,z) = u(a:,y) —z0, (a:,y) (630)
uy (,9,2) = v(z,y) =20, (z,y) (6.31)
uz (x,y,2) = wlx,y) (6.32)

onde, novamente, u(z,y) e v(z,y) sdo os deslocamentos axiais, w(z,y) é o deslocamento transversal e
0. (x,y) e 0, (z,y) sdo angulos relacionados ao montante que a normal rotacionou.
Considerando as equagbes deformagcoes-deslocamentos (6.4) e nela inserindo as relagoes (6.30 - 6.32)
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Figura 6.3: Deformagao de uma placa de MINDLIN.

Figura 6.4: Deformagao da normal considerando o efeito do cisalhamento.

obtém-se:
. _ @ _ 00,
wo = By P or
L w0,
_(ou, oo\ (06 00,
Toy T dy Ox Oy ox
ow
Vez = % - 01’
ow
’sz = 8_3./ - Hy
€., = 0

que, em termos matriciais, podem ser escritas como

c du 00,
sl_) B o,
Eyy = 5 oy 5 -z By o0

ov ou 90, P
’wa ox + dy oy + ox

EIRE=Y
rsz d_lgl;iy
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Quando considera-se as equagoes tensoes-deformagoes, deve-se relembrar que, novamente, a tensao
normal transversal o,, é desprezavel. Portanto, as equagoes constitutivas sao

Ope = m (EII +V€yy)
oy = T3 (Vezs + €yy)
Uzy = G ’YQ:y
0z = G,
Oyz = G rsz

Nelas inseridas as equagoes (6.33 - 6.37), obtém-se:

GII

B fou, oo (o0, o0,
1—v2 |0z dy ox Jy

E { Oou Ov ( 00, 3%)}
+ 5% +

que em forma matricial podem ser assim escritas:

e L il v G i m

o(-0)

o(5 )

I PR D
(=)o o Lz gij

(rz)-e )
Uyz Vyz

(6.40)

(6.41)
(6.42)
(6.43)
(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)

A introdugdo dos conceitos de tensoes resultantes, usando as defini¢oes dadas pelas equagoes (6.16 -
6.21), e, adicionalmente, para esforgos cortantes

leva as seguintes expressoes;

h/2
Q:L’ = / Oxz dz
—h)2
h/2
Qy = / oyz dz
—h)2
Eh [(Ou v
Nrr - 1_ .2 (%"‘Va_y)
Eh ou Ov
Ny, = 1_ .2 (V%Jr@_y)

(6.48)

(6.49)



Eh? 00, 00,
Moz T12(1- 7 (% v a_y) (6.50)
Ehn? 09, 00,
Myy —712 (1 — V2) (V % + 8—y> (651)
Gh3 (00, 00,
e
Q. = kGh (g_w - 01) (6.53)
b
Qy = kGh (?)_Z — 9y> (6.54)
que, na forma matricial, repetem a equagao (6.28) e fornecem
90,
M 1 v O o
Tx EhS
My, = ——— | v 1 0 @ (6.55)
M 12(1 —v?) 0 0 1=v 90,, Y 90,
Y 2 oz + oy
= kGh - 6.56
{ & Ty (6:56)

O aparecimento do fator k é uma forma de se levar em consideragao a real distribuicao de tensoes
cisalhantes transversais. Note que 0,, e 0y, , de acordo com as expressoes 6.44 e 6.45, sdo constantes ao
longo da espessura, o que nao é correto. Para placas com seccao transversal retangular, o valor de k é %
de acordo MINDLIN e 7{—: de acordo com REISSNER.

Considerando as equagoes de equilibrio de um corpo deformével, que pode ser uma placa,
ojij+pbi=0 (6.57)

e integrando as mesmas na diregao da espessura, usando as definigoes (6.16 - 6.21) e (6.48 - 6.49), obtém-se
as equacoes de equilibrio em termos das tensoes resultantes ou seja,

ONgz  ON,

Gt Gl e = 0 (6.58)

% 88L5y+fy - 0 (6.59)

88% +8§2yy tq = 0 (6.60)

81(;% +88Lyyx_Qw+mz - 0 (6.61)
%Jraaiy’”’—czﬁmy =0 (6.62)

Como pode-se notar, as equagoes (6.7 - 6.8) sdo desacopladas das equagoes (6.10 - 6.62) e constituem
um problema de tensoes planas, que deve ser resolvido separadamente. Isto significa que, em placas, o
problema de membrana é desacoplado do problema de flexao, o que possibilita néo leva-lo em conta nas
equagdes para o estudo, na flexdo de placas, dos deslocamentos axiais u(zx,y) e v(z,y).

6.2. Matriz de Rigidez e Vetor de Carga do Elemento de Placa de Kirchhoff

Para se obter a matriz de rigidez e o vetor de carga para um elemento quadrildtero de placa de KIRCH-
HOFF, serd utilizado o Principio da Energia Potencial Total Médxima. A Energia Potencial total é dada
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por

IT, =

N —

/O’ij Eij dQ) — /bl (173 ds) — /ti Ujg dar (663)
Q r

Q

que pode ser descrita, para o caso de placas finas por

h/2
1
I, = 5 / / [Oaa €ax + Oyy Eyy + Oy Vay] dzdS — / pw dS (6.64)
Q —h/2 s
a qual em termos matriciais é
) h/2 O v
I, = 5/ / { cow €y Yay } § oOpy ¢ dz dS—/pw ds (6.65)
S —h/2 Oy s

Inserindo na expressao acima as relagoes (6.14), isto &,
{e} =—2z {K} (6.66)

onde {K} ¢é o vetor curvatura, e (6.15), isto é,

{o} =1[C] {e} (6.67)

obtém-se
h/2
1
I, = 5/ / (K} [C] {K} 2% dzdS - /pwdS (6.68)
S —h/2 s
Integrando em z vem
1
m, = 3 / (K}" (D] {K} dS — /pw ds (6.69)
S S

onde [D] é a matriz da expressdo 6.29, isto é,
{M} = [D] {K} . (6.70)

Necessita-se estabelecer como serd a forma de w e { K} para ter-se II,, expressa em termos de coorde-
nadas nodais. Desta forma, considera-se que o elemento finito de placa seja quadrildtero, como mostra a

ow g . — dw
oz li v T By |,

O campo de deslocamentos w(zx,y) é aproximado por um polindmio incompleto de quarto grau em z
e y, com 12 termos (nimero dos deslocamentos nodais do elemento):

Figura 6.5, com trés graus de liberdade por né, isto é, w; , 0 , 0y; , onde 0, =

w(z,y) = a1+ e+ azy + asx® + asry + agy® + (6.71)

ara® + agz’y + agzy® + a1y’ + ana’y + apay®
sendo que este polindmio, ao longo de uma reta x = constante (ou y = constante), varia cubicamente. As
fronteiras do elemento sdo compostas por estas retas. Como o polinémio ctibico é completamente definido

por quatro constantes, os dois valores de inclinacdo e deslocamento nos extremos da fronteira definirdao
os deslocamentos ao longo desta fronteira. Como estes valores sdo comuns a elementos adjacentes, a
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Figura 6.5: Elemento quadrildtero de placa

continuidade de w estd imposta ao longo de qualquer fronteira. O gradiente normal a qualquer fronteira
também varia cubicamente. Como ao longo da fronteira apenas dois valores da derivada normal sao
definidos, o polinémio cibico nao é especificado unicamente e uma descontinuidade da derivada normal
deve ocorrer. Isto caracteriza o elemento do tipo “NAO-CONFORME*“.

Os valores das constantes oy , as ,..., aj2 podem ser obtidos escrevendo-se a equagao 6.71 e suas
derivadas em relagao a x e a y, isto é., % =0, e %—Z’ = 0, para cada né do elemento quadrildtero,
resultando em 12 equacgoes, quais sejam,

wi = o1+ ey + agyr + @i o + anziyr + apry; (6.72)
ow 9 3
e = as+ 20421 +asyr +- + 3a1127Y1 + a12yy
1
ow 3 2
oy = ag+aswy + 206y + 0 + anzy + 3a2x1y7
1
ow 3 3
Y = ogt+asTs+2ays+ccs + 112y + 3a1224y)
4
que, escrita na forma matricial, fica:
{a} = [4] {a} (6.73)
donde
1
{o} =[4] " {q} . (6.74)
Como na equagdo 6.71 tem-se
w = [P] {a} (6.75)
onde
[Pl = [Lx,y,2* zy, v, 2%, 2y, ay® o°, 2y, 2y (6.76)
pode-se obter
w = [PI[A]"" {q} (6.77)
w = [N] {q}
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onde [N] é a matriz das fungoes de interpolagdo, as quais sdo dadas na forma genérica por

Eo+D)me+1) (2+& +m+E+n?),
Ni =3 ag; (S0 +1)" (6o = 1) (o +1)° (6.78)
bn; (§o + 1) (g + 1)2 (o — 1)

onde g = Ijlxca n= y—bia g() = é_gm Mo = NN;-
Introduzindo a expressao de w em 6.71 na expressdo de { K} dada por 6.14, obtém-se

2 02
o e V]
{K}=1 & (=1 sz pfa (6.79)
O“w o)
28;1:83/ 28x8y [N]
—2a4 —barz 2aiy —6aq17Y
g=1<{ —2a5 —2agx —6aygy —6aary (6.80)
20y 4agx dagy 60122 + 612y
ou
{K}=1Q] {a} (6.81)
e inserindo 6.74 resulta em
{K}=[Q) [A]™" {a} (6.82)
{K}=[B] {q}

sendo

0 -2 0 0 —-6x —2y 0 0 —6xy 0

0 0 0 -2 0 0 —2x —6y 0 —6zy
0 0 2 0 0 4z 4y 0 6 2 61>

Retornando a expressao 6.69 tem-se
1
=5 [ ()" (B (DIB) (abas ~ [ {a)" (V] pas
s s

Tomando-se as derivadas parciais de II, em relagao a cada um dos componentes de {¢} , isto ¢,

o1I,

8w1
oI,

0 (52l)
oI,

ow
Byl

o)

(o))
=
s

Q
—~
Q|
< (g
[N

—
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faz-se a minimizagao da energia potencial total e obtém-se a equacao de elementos finitos para o elemento
quadrildtero de placa de KIRCHHOFF, isto é,

K] {g} = {Q°) (6.83)
onde

K] = / B [D] [B] dS (6.84)

S

K] =4 / Q" (D] Q] dS (4]

S

{Q}= [ [N]"pds (6.85)
/

Q=" / P p ds
S

6.3. Matriz de Rigidez e Vetor Carga do Elemento de Placa de Mindlin

Novamente parte-se da expressao de energia potencial total que, para cascas semi-espessas assume a
forma de

h/2
1
m, = 3 / / [Owator + OyyEyy + TayVey| dzdS +
Q —h/2
/2
1
5/ / [0V + 0y, dzdS — /pwdS, (6.86)
Q —h/2 5

a qual em termos matriciais é dada por

h/2

1 UTT
I, = 5/ / { €xx  Cyy Vay } Oyy dzdS +
S —h/2 Oy
h/2
1 Oz
5/ / { Yor Vs }{ - }dzdS—/pwdS. (6.87)
yz
S —hy2 5

Inserindo na expressao acima as expressoes 6.38, isto é,
{e} =—2{K}

onde {F} é o vetor curvatura e 6.39, isto é,

={s-0 -0}



4 1 3

Figura 6.6: Elemento quadrildtero e elemento mestre.

e 6.46, isto é,

{o} =1C] {e} (6.88)
e 6.47, isto é,
{r}=16] {} (6.89)
obtém-se
h/2
1 —T — 5
I, = B {K}" [C]{K} Z°dzdS
S —h/2
h/2
1
3 / / WG {7} dzdS — / pwdS (6.90)
S —h/2 s
onde, integrando em z, tem-se
1 — T — 1
i, =5 [{RY DR} s+ [} kG a5 — [ puas (6.91)
S S S
onde [D] é a matriz da expressao 6.4, isto é,
{M} = D] {K} (6.92)
e
10
[kG]:kGh[O 1} (6.93)
Considerando o elemento de placa quadrildtero com seus graus de liberdade w, 0, e 8, interpolados
como
w -
0, = N { _ } (6.94)
6, I
tem-se

A {qe}
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w = [ Ny ] {qw}

onde
4
w = ZNZ’M)Z
=1
4
=1

4
0, = > Nify
i=1

sendo que as fungoes de interpolacao sao as mesmas do capitulo de elasticidade plana, isto é,

Moo= p(-s)(1-1)
Ny = i(us) (1—1)
N3y = %(1+s) (1+1)
Ny = %(1—3) (1+1) .

Desta forma, interpolando-se a geometria de forma similar, isto &,

4

r = ZNZJ)Z
i=1
4

y = Y Niyi
=1

pode-se fazer uso do mesmo contetido usado em elasticidade plana com o elemento isoparamétrico e
escrever

{K} = [B] {a} (6.96)
v = [Bd {a} (6.97)

que, introduzidas em 6.91, resultam em
1 T T 1 T T o
I, =3 /S {a}” [B]" [D][Bl{g}dS + 5 /3 {¢}" [B.)" [kG] [B.] {q} dS — /S (¢} IN]" pdS  (6.98)

Derivando-se II,, em relacdo a cada componente de {g}, isto ¢,

8Hp _
8w1 =0
aHp _
260, "
o1I,

= 0
90,,
o1I,

= 0
90,
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e ordenando as equagoes, obtém-se a equacao do elemento finito de placa de MINDLIN

(K] {q} ={Q°} (6.99)
onde
- / B, (D] [B] dS+ / BT (kG [B.] dS (6.100)
S S

{Qt= [ [N]"pds.
/

Como os coeficientes de [K¢] e {Q°} sao fungoes de s e t, utiliza-se a integragdo numérica conhecida
como QUADRATURA DE GAUSS, isto ¢,

(K] = [KF] + [K¢]

(K] = /Bf |[Bf] dS = // (BAT (D] [By] J ds dt

S

K=Y > (1B (D) 1B/)7)

IX=11Y=1

WrxWry (6.101)

s=srx, t=try

onde N = niimero de pontos de integragao em cada diregao.

A parte de cisalhamento da matriz de rigidez deve ser sub-integrada, utilizando a TECNICA DA
SUB-INTEGRACAO SELETIVA, a qual é necessdria para evitar o fenomeno de travamento “locking*
quando a placa torna-se excessivamente fina. Mesmo para placas mais espessas a técnica da sub-integragao
seletiva leva a melhores resultados. Entao

1 1
el T o T B
1K) = S/ BTG Bds = [ [ (BT kGl (B as i

WrxwWry (6.102)

s=s1x, t=try

{Qe}=S/[N]TpdS=/_1/_1 INT pJdsdt

@=3 Y (V")

IX=11Y=1

WrxWwWry (6103)

s=six, t=try

Deve-se, no entanto, salientar que a técnica da sub-integracao seletiva pode introduzir modos indese-
jéveis de deformacéo, chamados de MODOS ESPURIOS, que introduzem em elementos sendo deformados
modos de corpo rigido, ou seja, um movimento de corpo rigido provoca o aparecimento de tensoes e de-
formacoes, o que é incompativel com as equagoes utilizadas e com o bom senso.
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